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Presentación 


1 objetivo principal fue escribir un libro que ustedes los estudiantes pudieran leer, entender y 
E: A lo largo del libro se utiliza un lenguaje claro y preciso. Se utilizan oraciones cortas, 
explicaciones claras y muchos ejemplos resueltos a detalle. Los temas fundamentales de cálculo 
integral permiten cimentar bases más sólidas entre los conocimientos de álgebra, geometría y trigono- 
metría, geometría analítica, así como de cálculo diferencial; todas las definiciones y explicaciones son 
sencillas y claras para que el estudiante adquiera habilidad en la ejercitación de problemas mediante el 
razonamiento inductivo. La didáctica que se desarrolla en el texto se fundamenta en una exposición de 
conceptos introductorios y ejemplos demostrativos, así como, una diversificación en el planteamiento del 
problema. Los problemas, ejercicios y prácticas que se desarrollan a lo largo de las unidades utilizan dis- 
tintos tipos de reactivos, lo cual permite tener una evaluación continua del proceso ensefianza-aprendizaje. 
Se hace énfasis en el incremento gradual de la complejidad de cada ejercicio hasta lograr el cambio de la 
memorización por un razonamiento más analítico en el planteamiento y desarrollo del proceso de solución 
de un problema determinado. Al final del libro se encuentran las respuestas а los ejercicios impares para 
ayudar al estudiante a evaluar el proceso de solución con la respuesta a dicho problema. Los contenidos 
de este libro tienen como propósito facilitar el estudio de las matemáticas. 

Agradezco el apoyo de cada uno de los compañeros de academia local, estatal y nacional para la 
revisión de este material. Asimismo, a todas las autoridades educativas que confiaron en mi esfuerzo y 
dedicación para lograr contenidos de alta calidad. De igual forma agradezco al editor, por su esmerada 
atención a la impresión de esta obra. Por ültimo a mis exalumnos y en especial a mi familia. Debo hacer 
una mención especial al M. S. 1. José Guzmán Martínez quién reviso el material de forma exhaustiva. Él 
me dijo un día: *Cuando muere el hombre... Nace la leyenda... Dios da la vida... Nosotros la fuerza." 


EL AUTOR 
Q. I. y Lic. Benjamín Garza Olvera 
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Metodología para el trabajo con este material 


El material está dividido en cuatro unidades, donde se desarrollan los contenidos actuales del programa 
general de bachillerato tecnológico. Cada unidad cuenta con una evaluación diagnóstica, el desarrollo de 
los diversos temas y una autoevaluación. 


Evaluación diagnóstica 


Es una serie de ejercicios que sirven como repaso operativo, pero en general se busca desarrollar habili- 
dades de lógica, aritmética y álgebra. 


Cuadros de competencias genéricas y disciplinares 


Se localiza en cada una de las actividades que favorecen el logro de competencias; en este apartado el 
alumno, con la mediación del maestro, deberá determinar cuáles son las competencias genéricas y las 
competencias disciplinares que está desarrollando y escribir en el cuadro las que sean pertinentes. 


Autoevaluación 


Es una colección de ejercicios que ayudan a reforzar el trabajo desarrollado a lo largo de la unidad. 


Competencias genéricas 


Categorías Competencias 


Se autodetermina 
y cuida de sí 


Se expresa y se 
comunica 


Piensa crítica y 
reflexivamente 


Aprende de forma 
autonoma 


Trabaja en forma 
colaborativa 


Participa con 
responsabilidad 
en la sociedad 


2. 


Se conoce y valora а sí mismo y aborda problemas y retos teniendo en 
cuenta los objetivos que persigue. 

Es sensible al arte y participa en la apreciación e interpretación de sus 
expresiones en distintos géneros. 


3. Elige y practica estilos de vida saludables. 


10. 


И. 
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. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos 


mediante la utilización de medios, códigos y herramientas apropiados. 


. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de 


métodos establecidos. 


. Sustenta una postura personal sobre temas de interés y relevancia general, 


considerando otros puntos de vista de manera crítica y reflexiva. 


Aprende por iniciativa e interés propio a lo largo de la vida. 


. Participa y colabora de manera efectiva en diversos equipos. 


. Participa con una conciencia cívica y ética en la vida de su comunidad, 


región, México y el mundo. 

Mantiene una actitud respetuosa hacia la interculturalidad y la diversidad 
de creencias, valores, ideas y prácticas sociales. 

Contribuye al desarrollo sustentable de manera crítica con acciones 


responsables. 
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Evaluación diagnóstica 





1. Encuentra la diferencial para la función y = 5x* — 6x + 8. 


ә 


Calcula la suma usando las propiedades y las fórmulas de la notación de suma: 


п 
Уи +3) 


i=l 


3. Aplica el teorema 7 de las propiedades de la integral definida para encontrar el mayor y el 
menor valor posible de: 


5 
1 (6х5 + x3 + 2) 4х 


4 
4. Calcula la 4 х24х usando el teorema fundamental del cálculo. 


5. Calcula la 1 (3х3 + х2 + 5х +94. 
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La integral 





Propósito de la unidad 


Que el estudiante: 


Conozca la definición de diferencial y la inter- 
prete geométricamente. 

Conozca y aplique las diversas fórmulas fundamen- 
tales para determinar las diferencias de funciones. 


Competencias disciplinares 


1. 


Construye e interpreta modelos matemáticos 
mediante la aplicación de procedimientos arit- 
méticos, geométricos y variacionales, para la 
comprensión y análisis de situaciones reales, hi- 
potéticas o formales. 


* Conozca la notación de suma. 2. Formula y resuelve problemas matemáticos, apli- 
* Aplique las propiedades y fórmulas de la notación cando diferentes enfoques. 

de suma. 4. Argumenta la solución obtenida de un problema, 
* Conozca y aplique las sumas de Riemann. con métodos numéricos, gráficos y analíticos, 
* Conozca la integral definida y la notación de Leib- mediante lenguaje verbal y matemático. 

niz para la integral. 5. Analiza las relaciones entre dos o más variables 
* Identifique la integral propia e impropia. de un proceso social o natural para determinar o 
* Aplique los teoremas de las propiedades de la estimar su comportamiento. 

integral definida. 8. Interpreta tablas, gráficas, mapas, diagramas y 


Conozca la integral indefinida. 
Utilice las ecuaciones del formulario general de 
integrales inmediatas elementales. 


Contenidos que aborda la unidad 


La diferencial. 
La integral definida. 


La integral indefinida. 


Propiedades de la integral definida. 


textos con símbolos matemáticos y científicos. 


* Aplicación de las cinco primeras ecuaciones del formulario general de integrales inmediatas 
elementales. 

* Aplicación de las ecuaciones 6 y 7 del formulario general de integrales inmediatas elementales. 

* Aplicación de las ecuaciones 8 a la 17 del formulario general de integrales inmediatas ele- 





: mentales. 
^ * Aplicación de las ecuaciones 18 a la 24 del formulario general de integrales inmediatas 
7 elementales. 
Contenidos * Identificará la diferencial. 
procedimentales * Notari las diferencias entre la integral definida y una integral indefinida. 

* Analizará las propiedades de la integral definida. 
* Resolverá problemas utilizando el formulario general de integrales inmediatas elementales. 

Contenidos * Colaborarà con sus compañeros al resolver problemas. 

actitudinales * Respeto al trabajar en clase. 


•  Aprenderá a valorar el trabajo de sus compañeros al resolver problemas. 
* Contribuirá con ideas de manera crítica y acciones responsables a la hora de trabajar en 
equipo. 
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1 UNIDAD 


CÁLCULO INTEGRAL 


La diferencial 


Por lo general, la notación de derivada para la función y = f(x), es: 
‚ dy : , , 
=—, 0 bien, у = f (x). 
e у=/(х). 


. а T : Ду 
en donde el símbolo » es una representación del cociente rE cuando Ах — 0. 


Si la derivada de f(x) es f '(x) para un valor específico de la variable independiente x y su incremento es 
Ax, entonces la diferencial de la función dada se denota por el símbolo df(x), y se define por la expresión: 


ајд = füOAx— Ах (1) 
dx 
Dado que f(x) = х y su derivada es f'(x) = 1; entonces, al sustituir en (1), resulta que d(x) = (1) Ax. 
dx = Ax | Diferencial de la variable independiente. 
Si y — f(x), al sustituir en la ecuación 1, tenemos que: 


dy — f'(x)Ax = Dax, o bien, aya Ах. 


Definición 
La diferencial dy de una función, es igual al producto de su derivada 2 por la diferencial dx de la 
variable independiente. dx 





EJEMPLOS 
| *Encuentra la diferencial para la función у = ах. 
Solución 
Si ус-ах 
dy = Зах! dx 
2 @-Calcula el incremento de la función у--ү3х7-11 рагах = 5 у Ax = dx = 0.05. 
Solución 
Si y=v3x2-11 Ay = (005) 
| ^. АЗОР-1 
Lu di 15 
243? -11 A) Urt (0.05) 
3 
dc х 15 


dx ~“ — 
еп Ау 8 (0.05) 
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UNIDAD 1] 
La integral 


Interpretación geométrica de la diferencial 


Al analizar o interpretar gráficamente el significado de diferencial como una aproximación al incremento 
de la función tenemos: 





Sea y = f(x) la función dada y su diferencial f'(x), que se identifica como el valor de la derivada en Р, si 
el incremento de la variable independiente es Ax — dx — PB, y con base en la definición de diferencial, 
se tiene: 


y =f(x) 
dy — f'(x) dx 


Recordando que el valor de la derivada en cualquier punto de una curva es igual a la pendiente de la 
tangente a la curva en dicho punto tenemos: 


dy = f'(x) dx 
dy = tan (РВ) 


у y BC + смею opuesto 
Con base en la gráfica anterior, tenemos que: tan 0 = — 
PB < cateto adyacente 


Sustituyendo, se obtiene: dy — E PB) 


Representa el incremento de la ordenada 
de la "tan" correspondiente a dx. 


dy=BC | 


Si dx representa un incremento cualquiera de la variable independiente x para un punto Р(х,у) de 


la función y — f(x). ésta tiene por derivada n = f'(x) = tan б. 


Por lo general, la diferencial de la función (dy) y el incremento (Ay) no son iguales. 


5 
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1 UNIDAD 


CÁLCULO INTEGRAL 


De la gráfica de la página 5 tenemos que: 


dy = ВС | Incremento de la ordenada de la tan en P. 
Ay ВР’ | Incremento de la ordenada de la función de P a Р”. 


La función se mueve de P a Р” mientras que su recta tangente se mueve de P a C, pero la gráfica deja 
claro que mientras más pequeño sea Ax, la distancia entre los puntos Р” y C será menor, por lo tanto, la 
aproximación de dy a Ay será mejor. 

La diferencial como aproximación del incremento 


Si el incremento de la variable independiente Ax es muy pequeño, entonces dy y Ay son aproximadamente 
iguales. Es decir, según la gráfica anterior, se tiene: 


Mientras más pequeño sea dx = PB, mejor será la aproximación entre dy = BC y Ay = BP”. 


Cuando sólo es necesario obtener un valor aproximado del incremento de la función, calcular el valor 
de la diferencial será suficiente para resolver el problema. 





EJEMPLOS 





-Calcula un valor aproximado para 4/27. 


Solución 
Sean y= х } La función representativa de 27. 
Por ser un valor próximo al dado y tener 
x=25 } raíz cuadrada exacta. 
ах = Ax —2 | Incremento de x para llegar a 27. 
Entonces, 
у=~х Dado que, у= үх = У25 =5 
dy= dx 427 = y+dy 
^ 24x 
7 . 427 =5+0.2 
dy ———-———032 : 2 
72125 10 л 07 =52 


Como 4/27 = 5.196152... , la aproximación calculada es mayor que el valor exacto еп 0.003848 unidades. 


2 Өег Calcula un valor aproximado para tan 47°, empleando diferenciales. 


| 


5 Solución 
Sean y=tanx } Га función representativa de tan 47°. 
х=45° | Рог ser un valor próximo al dado ya que tan 45° = 1. 


ах = Ах =2° } Incremento de x para tener 47°. 


o 06... ” 
2° = 180 — 0.034907 radianes. 
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Entonces, 
у =tanx Dado que, y = tan 45° = 1 tenemos: 
dy = sec? (x) dx 
dy = (sec 45°)? (0.034907) tan 47? — y + dy 
dy = (4/2 Y (0.034907) tan 47^ — 1 4- 0.069813 
dy — 2(0.034907) -. tan 47? == 1.069813 radianes 
dy — 0.069813 


Con tan 47° = 1.0722368..., la aproximación calculada es menor que el valor exacto en 0.002556 
radianes. 


3 e* Determina el volumen aproximado de una concha esférica cuyo radio interno es de 10 cm y su grosor es de 


0.15625 cm. 
Solución 
Sean E= trr } La función que representa el volumen de una esfera. 
r= 10 ст | Radio interno de la concha esférica. 
dr = Ar —0.15625cm | Grosor de la concha esférica. 
dV= AV } Volumen aproximado de la concha esférica. 
Entonces, 
ar? 
dV = 4тг? dr 2. El volumen aproximado de la concha esférica 


= Sie 3 
dV = 4r(10)?(0.15625) es de 62.57 ст = 196.35 cm. 


dV = 62.57 


4 ®© Determina el incremento de área de un cuadrado de 6 pulgadas de lado, al aumentar el lado E de pulgada. 


| Solución 
| Sean A=x? } La función que representa el área de un cuadrado. 
| x= 6 pulgadas } Longitud del lado del cuadrado. 

dx = Ах = = pulgadas | Aumento del lado del cuadrado. 

dA = АА } Incremento del área del cuadrado. 

Entonces, 
A=x? 
dA — 2x dx 


El incremento de área del cuadrado es de 
0.375 pulg?. 


1 
22 


3 
8 


dA = = = 0.375 
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Fórmulas fundamentales para determinar las diferenciales de funciones 


Las fórmulas fundamentales para determinar las diferenciales son las mismas que se utilizan para deter- 
minar las derivadas, únicamente es necesario multiplicar cada una de ellas por dx, por ejemplo: 


з 8a 


ТЬ. 


12. 


13. 


13а. 


UU a » N 


Фс) = 0 
d(x) = dx 
Ки + v — w) = du + ду — dw 
d(cv) = сау 
díu v) = u dv + v du 
d(u v w) = uv dw + uw dv + vw du 
d(v^) = n ^! dv 
do") = nx! dx 
аи |- уди— иду 
v y? 


и) du 
d|—|=—, para c constante 
Eh € 


d В = — du, рага с constante 
и и? 


а) = 7 

пу 2 
фу) = —ау 
(v]) ij 
40а) =P 

У 
din Y 

E 4 


d(log v) — loge, 
v 


d(logx) = 198 ах 
X 


26. 


27. 


28. 


29. 


día”) = а’ In a dv 


día) = а Ina dx 
бе) = e dv 
díe*) = e dx 


и") = v и“ ' du + и" ln u ду 
d(senv) = созу dv 
d(cosv) = —senv dv 
d(tanv) = зесју dv 
d(cotv) = —esc*v dv 
d(secv) = secv (апу dv 
d(cscv) — —cscv cotv dv 
d(versv) — —senv dv 

dv 
d(arcsen v) — AX 


dv 


М1 у? 
йу 








d(arccos v) = — 





d(arctan v) — 1 





+ y? 
d(arccot v) = NE. 
1--у2 
d(arcsec у) — dv 
уму? — 1 
d(arcesev) = — dy 
vyv?—1 
d(arcversv) = dy 
v—y? 


Nota: las fórmulas 9 у10 se omiten ya que no son diferenciables porque son casos especiales de derivación. 


En la práctica el problema de encontrar la diferencial de una función se reduce a encontrar la derivada de 
la función y multiplicarla por dx o por Ax cuando se requiere una aproximación al incremento de la función. 
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UNIDAD 1 
La integral 
шанд 
Determina la diferencial de las siguientes funciones: 
I. y-ax—he 4. y=sen(3x?) 
D aai ЖУ... ду сов(3х2) 
dx dx 
dy = (a — 3bx?)dx 2. 4у--бх cos(3x?) dx 
2. у-ча!-х! 5. y=ax tan(x?) 
dy 2 —2х 4у 
dx Ned q an) + ar sec* (x?) 
—x dx 2(y2 
dist dy — [atan(x?) + 2ax? sec? (x?)] dx 
T. = 
3. y=In(1-x?) 6. у= агссѕс(5х) 
dy —2х ж. =. 
Ж 1-5 dx 5ху25х?—1 
ci 2х ах - dy— Содоо 
BER UO 7o хү25х2-1 





EJERCICIO 1 


|. Calcula la diferencial de las siguientes funciones, para los valores dados de la variable indepen- 
diente y su incremento. 


1. у = 3X — 8х + 5, cuando x = 1 y dx = 0.1. 


10. y= Іа х, cuando x = 5 y dx = 0.0083. 


: 2. ГЭЭР” жуш айк 

: 3. y i аи — Lt 025. 

: 4. y—2x,cuando x = —2 y dx = —0.5. 

ў 5. у= ут. cuando x = 2 y de 04. 

: 6. у=х\/ 2, cuando х = 0.75 y dx = 0.001. 

: 7. y= tan x enando x — 455 y dx = 0.03528 radianes. 

8. у = cos x, cuando x = 130? y dx = —0.02139 radianes. 
: 9. у = агсѕеп (2x), cuando x = 3 y dx = 0.045. 
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7 ВЕ 


Е 
5 


8 


dA y A. 


1. 465 
Z 37 
з. 383 
1 
4 + 
1 
5. <= 
450 
17 
81 


2 у---- 


6. у=Зж\у/х? +4 
7. у= (1+ 22) 1—22 


у= 102° 


9. у= 5" 
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IV. Encuentra la diferencial para las siguientes funciones: 

1. узх-23-55-02х 10. 
11. 
13. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 


20. 


Il. Resuelve los siguientes problemas, empleando diferenciales у en plenaria discute tus resultados. 


1. Un disco metálico se dilata por la acción del calor, de manera que su radio aumenta de 12 a 
12.03 cm. Encuentra el valor aproximado del incremento del área. 


números 2. Un balín de fierro de 9 mm de radio, por su uso sufre un desgaste hasta que su radio es de 8.72 mm. 
Encuentra las reducciones aproximadas que sufren su volumen y su área. 


3. SiAesel área de un cuadrado de lado 8 cm, encuentra dA y construye una gráfica que represente 


4. Encuentra el volumen aproximado de un tubo de cobre de 35 cm de longitud, 2 cm de diámetro 
interno y 3 mm de espesor. 


5. Encuentra un valor aproximado del volumen de una cáscara esférica de 300 mm de diámetro 
externo y 1.5 mm de espesor. 


Ill. Aplicando diferenciales, encuentra valores aproximados para las siguientes expresiones. 
9; 
8. 
9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 





In 5.83 

sen 61° 

cos 44° 

tan 46° 

cot 29° 

sec 597 

In 36.4 

e? 

el 

y - e 

у=е\ 

у = ш(4 – 3x) 

у-1їаү1--х7 

у = In(sen 2х) 

у = Іор(ах + b) 

у = 102\/4 — x? 

y = 2 cos(2x) 
_ lan(4x) 
НИ” 

y =xcscx 

шин, 

JE 2 
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UNIDAD 1 
La integral 
: 21. y= arctan? —1) 29. х2--4,ху--2у--а 
: 22. y = arcsec(x?) = i 
x». fe Pc 
. 23. y=vcos 5x у \х 
х 4 ài 3 
ж цагг эж 31. x34 y3 =r? 
2-2 32. х-у-е“” 
ЗА yeu 33. 20- ху'+ бу=1 
-33 
26. у= e " cos(3x) 34. 22 Х 
à 54-х 
27. 3 + 2ху+ Sy = 24 35. у = arccos(3x — 4х) 
28. +60 + 2y =10 
© Verifica tus resultados en la sección de respuestas. • + + «eee eee à a 


La integral definida 


[а notacién de suma 


Para facilitar la escritura de sumas con muchos términos, reconocibles a través de una propiedad, se utiliza 
la notación de suma, con la letra griega mayúscula У; denominada sigma, que simboliza matemáticamente 
una sumatoria. 








EJEMPLO 
о E 


Escribe de manera explícita los sumandos a los que se refiere cada una de las siguientes expresiones: 


8 3 6 5 
a) УХ, b) Y (2k+4) с) y d ук 
k=1 k=-3 36 k-2 
Solución 


8 
а) УХХ, — X, - X, - X,-- X, +Х + X, X, X, 


k=l 


3 


b) Y Ok+4) = [2(-3) + 4] + 122) + 4] + [2(—1) + 4] + 20) + 4] + 120) + 4] 
k=-3 
+ 122) + 4] + 1266) + 4] 


3 
У СК+4) =—2+0+2+4+6+8+10=28 
Ё--3 


11 
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d) YE = (2у + 8 + (4 + (5у =4+9+16+25 = 54 


k=2 


De forma general, tenemos que: 


Y fo — fim) + т + 1) + от + 2) +... + fin) 
k=m 


Donde m y n son enteros ут < n. 





En la suma el número m se denomina límite inferior y п se denomina límite superior, el símbolo К 
(puede emplearse cualquier otra letra, por ejemplo: i, j, etcétera) se denomina índice de la suma. 


Propiedades de la notación de suma 


L $t — nC; donde C es cualquier constante. 
k=l 


2. УС - f(k)= СУ; donde С es cualquier constante. 
k=l k=l 


n n п 

3. SA f(k) 4- g(k)] = X fo g(k); esta propiedad se puede extender а la suma de cualquier 
k=l k=l k=l 
número de funciones. 


4. foe f(k —1)] = f(n)— f(0); a este tipo de sumatorias se les llama sumas telescópicas, por 
к=! 


la cancelación que sufren los términos inferiores. 


Fórmulas de la notación de suma 





5 5 2 2 
i. y ЖЕ 3. y^p a 
k=l 2 к=! 4 
2 к rt в) 4 i e en 
| k=l 6 | БА 30 
12 
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EJEMPLO 





* Calcula la suma indicada usando las propiedades y las fórmulas de la notación de suma, para: 


п 100 n 
a) У k(5k-4) b) УЗ] о уха - 2) 
k=1 ja id 
Solución 


à Уба YE —45) - 3k?) + У 740) | Propiedad 3 








5-4 kal k=1 5-4 
=)P-4) 1 | Propiedad 2 
k=l k=l 
- зеен) ¿[nte to] | нии y 1 
6 2 
3 2 
__10n° +15n +50 од 2n 
6 
x 3 22-5 
3 Susa) - 102 TIe == 
k=l 6 
b) Yy- Di | Propiedad 2 
=} 
Ўзу- үен, 1112) | — 
100 
323j = 15150 
ја 
о )(00-2)-7-2 | Propiedad 4 
іі 


Уф 


i=l 
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Área bajo una curva 


En geometría se ha aprendido a calcular el área de regiones poligonales y circulares. Ahora, analizaremos 
el problema de la obtención del área de una región del plano cartesiano limitada por el eje de las x, las 
rectas verticales x = a y x = b, y la curva f(x), donde f es una función continua en el intervalo cerrado 
[a,b]. Veamos la siguiente gráfica: 





Denotando esta área por A, abordamos su cálculo. 
Una primera aproximación consiste en calcular el área de la región rectangular sombreada A, como 
se muestra en la siguiente gráfica: 


Го) 


— fth) 






A, = (b — a fib) 


14 
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Considerando dos regiones rectangulares, obtenemos una mejor aproximación del área buscada 
como se muestra en la siguiente gráfica: 


fb) 






AS (х,— afix) + (b —x)f(b) 


Si los dos subintervalos en que dividimos el intervalo [a,b] tienen la misma longitud, es decir, 
Ax, = Ax, = Ax, la ecuación anterior se puede escribir en la forma: 


A, = Ax f(x) + Ax ЛЬ) = Ах) + f(b)] 


A medida que el número de regiones rectángulares aumenta, la diferencia entre la suma de sus áreas 
y el área bajo la curva disminuye, como se muestra en la siguiente gráfica. 





15 
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Si el intervalo cerrado [a,b] se divide en n subintervalos de igual longitud (Ax), de manera que 


(b—a), . А - > : 
== (gráfica anterior), entonces la ecuación de la suma de las áreas de los п rectángulos, es: 
п 


A, = [ f(x) + Ко) + fo) +... f(x, 9 + f(x] Ах 


Intuitivamente se hace notar que cuando el número л de rectángulos tiende а infinito, la suma de sus 
áreas tiende a un límite que es el área buscada. Por lo tanto, la ecuación del área bajo la curva f(x), limitada 
por la izquierda у por la derecha por las rectas verticales x = x, = a y x = x, = b es: 


A, = lim [f+ Га) + fos). Г, 0 /(х„)]Ах 


n_+00 


Utilizando la notación de suma, la ecuación anterior se puede escribir como: 


A, = lim У f(a)Ax 


n *too ү 


También debe observarse que los n rectángulos pueden ser inscritos o circunscritos. Si consideramos 
rectángulos inscritos y como f(x) es creciente en el intervalo cerrado [a,b], el valor mínimo absoluto de la 
función en el k-ésimo subintervalo [х, _,.x,] es f(x, _,); por lo tanto, la ecuación del área bajo la curva es: 


п—+оо 


A, = lim Y f(x, Ax 
k=l 


Las sumas correspondientes de las áreas de los rectángulos circunscritos son, por lo menos, tan grandes 
como el área de la región А y se puede demostrar que el límite de estas sumas cuando n crece sin límite es 
exactamente el mismo que el límite de la suma de las áreas de los rectángulos inscritos. El valor máximo 
absoluto de la función en el k-ésimo subintervalo |x, |.x,] es f(x,). por lo que la ecuación del área bajo la 
curva dividida en rectángulos circunscritos es: 


n—-roo 


A, = lim У f(x,JAx 
k=l 


16 
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EJEMPLO 





* Encuentra el área de la región limitada por la curva y = x^, entre x = 0 y x = 2, considerando: 
a) Rectángulos inscritos. 
b) Rectángulos circunscritos. 
Solución 
a) Dividamos el intervalo cerrado [0,2] en n subintervalos, cada uno de longitud Ax, es decir: 


_(b-a)_Q-0_2 
n n n 


Ax 


Como la función y = х es creciente en el intervalo cerrado [0,2], el valor mínimo absoluto de la 
función en el k-ésimo subintervalo [x, „хи es f(x). 


Empleando la ecuación respectiva de área: A— lim Уе; Ax соп x, = (k — ПАху 


п "ос 1 


fo.) = [(K — Ах] tenemos que: 


Vf, дАх=У ЈЕ Ах Ах = У 56 — D (Ax? 


k=l k=l ka 


2 ES ET : А 
Como Ах = —, al sustituir en la ecuación anterior, se tiene: 
п 


п п 3 
Ye, )Ax- У k- |] 
к=! k=l n 





ЕЕ == Y — туку 
k=1 k=l k=l 


k=l 


Aplicando las fórmulas 2, 1 y la propiedad 1 de la notación de suma se tiene: 











Na, par=5 цана ан) 
rar n 6 2 
08 им мысы) гн 
m 6 = n 
а 3,1].8 4, 4 
3 n nl 3 n 3m 
17 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 9/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


1 UNIDAD 


CÁLCULO INTEGRAL 


Tomando el límite cuando л tiende a infinito se obtiene: 


A= im 4, ы 


c] As E 
niool3 n 3m 


-3 oo Зоо? 





Porque = 0 y 0 cuando n — oo 


El área de la región es ` = 2.67 unidades cuadradas. 


Cada rectángulo inscrito bajo la curva puede representarse gráficamente como se muestra a continuación: 


о 





b) El valor máximo de la función en cada subintervalo [x,_,.x,] es f(x,). Empleando la ecuación respectiva 


de área: A= lim Ло АХ, con x, = KAx y f(x) = x', tenemos que f(x,) = (KAx?. Por lo tanto, 


n oot | 


Уу f(JAr= УКА) Ах = У UA). 


ka k=1 k=1 


2 цэ T : : 
Con Ах — —y, al sustituir en la ecuación anterior se tiene: 
п 


п п 3 п 
saya - Ye] NR. | Aplicando 1а fórmula 2. 
k=l у "2 a 








_ S[n(n--D2n-D| 8 REEL REPRE REI 
m 6 E" 6 TE n? 
EM а. 

3 n 3R 
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Tomando el límite cuando л se tiende a infinito se obtiene: 


Å= m 


E 


dr 


w | оо 


———— 


4 
V 


tw | об 


Porque 3 0y 250 cuando a— oo. 
n Зл? 


El агеа de Іа región e == 2.67 unidades cuadradas. 


Cada rectángulo circunscrito bajo la curva puede representarse gráficamente como se muestra a continuación: 





Con estos ejemplos se verifica, que las sumas superior e inferior coinciden en el límite, por lo tanto, el área 
bajo la curva coincide con este límite. 





Sumas de Riemann 


Sea f una función continua en un intervalo cerrado [a,b]. Dividamos éste en л subintervalos seleccionando 
cualesquiera n — 1 puntos distintos, intermedios entre a y b, digamos Ху, x,...., X, р CON x, = a y x, = b, orde- 
nados de tal manera que x, < x, < x, —... x, < x, aunque dichos puntos no sean necesariamente equidistantes. 

Los subintervalos así construidos [x,,x,), [хьх,),..., [x, ,.x,] tienen longitudes Ах, Ах,,..., Ах, 
respectivamente, es decir, Ax, = x, — x, „ рага К = 1, 2,..., п. Debe notarse que estos intervalos son 
cerrados por la izquierda y abiertos por la derecha, excepto el ültimo que es cerrado, por lo que se explica 
a continuación. 


19 
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Al conjunto А = [рухо [x,.x;)..... [x, ,.x,] de los п subintervalos construidos se le llama una par- 
tición del intervalo [a,b). Particionar (no partir) un conjunto significa dividirlo en una colección de 
subconjuntos ajenos entre sí, cuya unión es el conjunto particionado, algo semejante a lo que se obtiene 
rebanando o partiendo un pastel, pues se obtienen partes ajenas del mismo (rebanadas) cuya unión forma 
el pastel original completo. La partición del intervalo [a,5) se ilustra en la siguiente figura. 





Seleccionamos en cada subintervalo [x, ,.x,] un punto £, de manera que x, < £, < Xp como se 
muestra a continuación: 





20 
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La suma de las áreas de los rectángulos cuya base es х, ,.x, y su altura es £, se representa por la su- 
matoria КЕЈАх --1(6,) Ах, +... + КЕ Ах, que en notación de suma se escribe: 


У SEJA, 
k=l 


Se denomina suma de Riemann, con la cual se aproxima al área bajo la curva, cada vez mejor en la 
medida que n aumenta. 
La suma de Riemann es una aproximación al área bajo la curva. Por lo tanto, 


А=У` ЕД, 
k=l 


y para funciones continuas, el área bajo la curva se obtiene tomando el límite, cuando n tiende a infinito, 


A= lim Y f(£JAx, 


n +00 d 


Es decir, área limitada por el eje x, la curva у = fx y las rectas verticales x — a, у = b. 










EJEMPLO 
о 


-Dada f(x) = x', con 0 < x < 3, encuentra la suma de Riemann para la función f(x) en el intervalo [0,3], usan- 
do la partición A: x, = 0, х, =>. -2.5, – 5, =3 y £, =A% =1,& -$6 = 5. Traza la gráfica 
de la función en [0.3] y sefiala los rectángulos cuyas medidas de área son los términos de las sumas de Riemann. 


= 
Е 4 
. 

ш 


.. 
Solución 


La suma de Riemann para las condiciones dadas es: 


4 
DOS) Ах, = Ге) Ax, +E) Ах, + КЕ) Ar, + f(£) Ах, 


k=l 


or los 


B 
Уу f(&) Ax, = (0.0625)(0.5) + (1)(0.75) + (2.25)(1) + (6.25)(0.75) 


k=l 


4 
Y SEDAx, = 0.03125+0.75+2.25+4.6875 = 7.71875 
k=l 


21 
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La suma de Riemann para la fun- 
ción f(x) = х en el intervalo ce- 
rrado [0,3] con las condiciones de 
partición dadas es de 7.71875. 





Introducción a la definición de la integral de una función 


El concepto de derivación es requerido para precisar la descripción de pendiente de una curva, la velocidad 
de las partículas en movimiento o más generalmente, del concepto de razón de cambio. El concepto de 
integración está relacionado con la descripción de áreas de regiones cuyas fronteras pueden describirse 
mediante una función. 


Integral definida 
Si f(x) es una función definida en el intervalo cerrado [a,b], entonces la integral definida de f(x) entre 
a y b, denotada por el símbolo [ Р f(x)dx está dada por el límite de una suma de Riemann para cuando 


el número л de subintervalos tiende a infinito. Es decir, 


Ї " fG)dx = lim Y Ах, 


жоо, 


Matematicamente se lee: integral definida de f entre los límites a y b. 
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Notación de Leibniz para la integral 


La definición de la integral como límite de una suma condujo a Leibniz a hacer uso del símbolo f para 
denotar la integral porque es semejante a una S mayúscula que sugiere el concepto de suma: 


Г годах 


El paso al límite a a partir de una subdivisión finita en porciones Ax, es indicada mediante el uso de la 
letra d en lugar de A. 
En esta notación se identifican los siguientes elementos para la integral definida: 


pa límite de integración superior 
b 1—5» Integrando 
== 
То) dx 
а ~> Variable de integración 
Limite de integración inferior 


La integral definida propia e impropia 


La integral definida entre los límites a y b, representada por la expresión: 


Ї É f Go dx. 


es geométricamente interpretada como el área de la región del plano cartesiano limitada verticalmente por la 
curva f y el eje x, y horizontalmente por las rectas x = a y x = b. 
Si dividimos el intervalo [a,b] en n subintervalos de igual longitud (Ax) podemos escribir: 


b 
Ј пода — tim Y fe Ax Si n — +оо 


Ax — 0 


Si los n subintervalos de la partición del intervalo [a,b] no son de la misma longitud, existe un subin- 
tervalo tal que su longitud es mayor o igual a la de cualquier otro. A la longitud de tal subintervalo se le 
denomina norma de la partición у se denota por || Ax}. 

Es claro que si л + +00, entonces || Ax|| — 0, por lo tanto, podemos escribir: 


b п 
ах = li Ах 
Ј ғо dim УЛСА 
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Al considerar la expresión anterior y si f es continua en [a,b], estamos seguros que el шан » А )Ах 
азы 


existe y, por lo tanto, f es integrable en [a,b]. 


b 
De lo anterior establecemos que Ї f(x)dx representa a la integral propia de f(x) entre a y b. 


Si f no es continua en [a,b], entonces el límite puede existir o no existir y, por lo tanto, f puede ser 
integrable en [a,b] o no serlo. 


Asimismo, establecemos que (10) dx representa a la inte impropia de f(x) entre a y b, siem- 
Ч к р ргор у 


pre y cuando el límite exista; en iti caso en que el límite no exista, se establece que Г. f(x)dx no tiene 


significado. 





EJEMPLO 
2 E 


3 
«Encuentra el valor exacto de la integral definida a x dx. 





Solución 


Considerando una partición regular del intervalo cerrado [0,3] en n subintervalos, se tiene: 


_ Cam а) _ (3— 0. 3 


Seleccionando a £, como un punto en cada subintervalo, tenemos: 


&-042, &- ovx]. &=0+ 42) ¿=0+k[2).... 0+2). 


Como f(x) = х2, resulta: 


2 2 
1p -(o« tf SE 


п? 


Por la expresión | | Годах= lim Y” f(£ )Ax, tenemos: 
а n oo d 


ГЭ 25-95 Уе 
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Por la fórmula 2 de la notación de suma, resulta: 





3 3 2 
Я зол ni ый lim НЫ +3п te 
? x-++00 n? 6 n-+400 2 m 
3 
4 х?ах = lim diem ilia di 
0 n—-oo H Kl ato од oo? 





3 9 
Ї х?ах =—(2+0+0)=9 
0 2 


3 
2.23 2 . . 2 
Geométricamente la E x? dx representa un área comprendida entre el eje x y la curva y = x^, entre 


x= 0 у x = 3 igual a 9 unidades cuadradas. 





EJERCICIO 2 


5 |. Contesta las siguientes preguntas у socializa tus respuestas. 


Escribe los números А s - 
correspondientes |. ¿Para qué se utiliza la notación de suma? 


genéricas 2. En lenguaje matemático, ¿qué símbolo se usa para representar una sumatoria? 
Competencias saz . 4 : ta | 
disciplinares 3. ¿Qué elementos se deben considerar para calcular el área bajo una curva en una región del plano 


cartesiano? 
4. Explica cómo se precisa el cálculo del área de una región del plano cartesiano. 


5. ¿Cuál es la diferencia entre el uso de rectángulos inscritos y circunscritos en el cálculo del área de 
una región del plano cartesiano? 


6. ¿Qué es una partición del intervalo [a,b]? 

7. ¿Qué es la suma de Riemann, para una función f dada en intervalo cerrado [a,b]? 
¿Qué representa geométricamente una suma de Riemann? 

9. (Qué representa geométricamente el límite de una suma de Riemann? 

10. ¿Qué es una integral definida? 

11. Explica cada uno de los elementos de una integral definida en la notación de Leibniz. 
12 (Qué se entiende por norma de la partición? 


13. Explica qué es una integral propia y qué es una integral impropia. 


............................................... 
оо 


25 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 7/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


1 UNIDAD 
САСЦО INTEGRAL 
Il. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados. 
1. Escribe de manera explícita los términos de cada una de las siguientes expresiones: 
5 4 7 
a) У, —1 b) У ах о У-у) 
k=l k=l k=l 
2. Expresa cada una de las siguientes sumas, usando la notación de suma: 
a) (т +n)+ (т, +m) + (т, + nj) +... + (т + ny). 
b Qx pt b)+ 0G ytt + а —y, 5). 


а а а 


E M ga da sd 
ità dex, dex 1+2; 


d (2+. –2 + Јо 24... Jx,, 2. 


3. Calcula el valor numérico de cada una de las sumas indicadas a continuación: 





8 5 
а) Уу (5k—3) 4) кк 
k=l ЖЕ ` 
7 3 I 
асар Ї | 
b) 2, e) >, j+ 


5 


5 К (DI 
ә Mà y» 237) 


ja 4 





4. Calcula las sumas que se indican y menciona las propiedades у las fórmulas de la notación de suma 
que utilices: 


2 <<< 1] 
4 272 -n Tr 
20 6 
# у эме +2 3 al 


д 326-59 Р ENIF- 271] 


k=1 


....................................................................................................... 
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Encuentra el área de la región limitada por la curva dada, el eje x y las rectas indicadas, tomando 
rectángulos inscritos y circunscritos para cada función. 


а) у= X, las rectas x = —4y x = 4. 

b) у= X, las rectas x = —A4 y x = 0. 

с) y2x-rA,las rectas x = —2 y x= 3. 

d) у= 3— x, las rectas x = —66y x = 3. 

е) y 2 x, las rectas x=—1 y x = 2. 

f у= є, las rectas x = —2y x = 3. 

8) y ==, las rectasa= 1 yx — 3. 

Con la notación de suma, determina la suma de Riemann para cada una de las funciones en el in- 


tervalo dado, con la partición A y los valores £,. Traza la gráfica de la función en el intervalo dado y 
señala los rectángulos cuyas medidas de área son los términos de la suma de Riemann. 











1 3 5 5 
а) ыы == 22 Эргэж 
3 13 17 
& =1, о E ue E 
: 1 | 
b) f(x)— X33, –1<х< 5 A: x ——1, 4=-3 эр AER %=7 >= 
1 2 3 
&=-3. $709 6-73. &=1 6-5. 
© ЇО)-х-44,-2«х«3,А:3,--2 x, =-1, х, = д.0, x= = 


5 3 3 
х„=2, =» =k 8-0 3-7 €, =0, & = 


а Їх)-Х-х-41,0«х«2,:4:Х3,-0,х,-012,х,--0:5Х,--0:,х,-1,Х,-13, 
z;— љећ 6— 01, 6 04,5,.—06 = 09,6 11,6 15,60. 
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e) ја)=>~, 1<х<4; А:ж = 1 =2 =. muta =4; 





8-16-26-36-Т 


3 





Е == 


1 1 1 
х) =——, —1<х<3; A:x, =], x, ===, х =0, x, = 
f fœ x42 == 0 р ga 3 477 


2” 


5 3 1 7 
AS 8--р €, =0, б=т, €, =1, 5-0 & —2, 


7. Encuentra el valor exacto de las integrales definidas. 


4 
a | * Зах р f Sra 
3 5 
b) Јо? +ђах y fra 
31 3 
c) Sa h) f од 9a 
3 
d) | sax i) farsa 


o | 'Qx 4- Ddx 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas.» + СРЕО СС ТК 


Propiedades de la integral definida 


=, x¿=2, 


La integral definida calculada a partir de su definición, es decir, determinando el límite de la suma de 
Riemann, resulta ser complicado y poco práctico. Con el fin de establecer un método sencillo y eficaz, es 
necesario reconocer algunas propiedades de la integral definida, como las que se muestran a continuación. 
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Teoremas sobre las sumas de Riemann 


I. Si A es cualquier partición del intervalo cerrado [a,b], se establece que: 


lim Ax, —b—a 
(Axl ээ i 


2. Sifestá definida en el intervalo cerrado [a,b] y si lim Ус f Gi, )Ax, existe, donde A es cualquier 
ЦАА!-20 ка 


partición del intervalo [a,b], у С es cualquier constante, tenemos: 


lim У Cf(x,JAx, =C lim У f(x,JAx, 
lanio 


ТА! “ү 


Teoremas que dan lugar a las propiedades de la integral definida 


1. Si la función f es integrable en el intervalo cerrado [a,b] y С es una constante arbitraria, tenemos: 


ў "Fad = С f “far 


2. Si las funciones f y g son integrables en el intervalo cerrado [a,b] entonces f + © es integrable y se 
establece que: 


f "год +абдјах = f. | /(х)ах + T "ко 


Este teorema se puede aplicar a cualquier número de funciones, es decir, si las funciones 
fi fa fs. f, son todas integrables en el intervalo cerrado [a,b] se tiene: 


b | b b b b 
Jf, [69 560 лож.) = | лодак | fi Gode | лода. f fax 


Es igualmente aplicable a restas y sumas de funciones. 


3. Si la función f es integrable en los intervalos cerrados [a,b], [a,c] y [c,b], tenemos que: 


b с b 
| Гајах = I f Go dx + | Годах, donde a<c<b 
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Este teorema se interpreta geométricamente, si f(x) > 0 para toda х en [a,b], entonces se establece 
que el área bajo la curva y — f(x) entre a y b se puede partir en dos áreas, entre a ус, c y b. como se 
muestra a continuación: 





Puede generalizarse al caso en el que с no es punto intermedio entre a y b, como lo establece la 
siguiente propiedad. 


4. Si fes integrable en un intervalo cerrado que contiene los tres números а, b у c en cualquier orden, 
entonces: 


h с b 
Ї Годах = q года f годах 
5. Sifes la función constante f(x) = С definida en el intervalo cerrado [a,b] se tiene: 
b b 
f тода | сах=с(-а) 


Este teorema se interpreta geométricamente para cuando С > 0, estableciéndose que la integral definida 
E C dx da la medida del área de la región sombreada, que es un rectángulo cuyas dimensiones son C 


unidades y (b — a) unidades como se muestra a continuación. 
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6. Si las funciones f y g son integrables en el intervalo cerrado [a,b] y f(x) > g(x) para toda x en [a,b], 
tenemos: 


Глок > | "ах 


Geométricamente, este teorema significa que si dos regiones comparten la misma base y están limitadas 
lateralmente por las mismas rectas verticales, una de las áreas será mayor o igual a la otra si su tapa nunca 
está por abajo de la tapa de la otra, como se observa en la siguiente gráfica: 





7. Supongamos que f es continua en el intervalo cerrado [a,b]. Si m y M son, los valores mínimo y 
máximo absolutos de f en [a,b] respectivamente, de tal forma que т < f(x) < М, para toda x tal que 
а < x < b, entonces: 


b 
т-а) < f f(x)dx<M(b-a) 
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Si f, además, no toma valores negativos, la interpretación geométrica de este teorema establece que 
el área bajo la curva de una región cuya tapa se encuentra entre las rectas horizontales y = m y y — M. en 
todo punto del intervalo [a,b], tendrá un valor intermedio entre las áreas de los rectángulos con base 
en [a,b] y cuyas alturas son m y M, como se muestra a continuación: 


y-fQ) 
у-М 








EJEMPLO 
* Aplica el teorema 7 de las propiedades de la integral definida para encontrar el mayor y el menor valor 
: posibles de: 


3 
| „Олз +3х2 -123)dx 


Solución 
1. Se calculan los máximos y mínimos relativos рага у = 2x° + Зх? — 12x. 


a) Se determina la primera derivada de la función: 
у= 20 + Зх — 12x 
у’ = 6 +6Х—12=% +х- 2 


Б) Se iguala la primera derivada а сего para obtener los extremos relativos: 


x+x-2=0 х+2=0 х-1=0 
(х + 2)(х— 10) = 0 х =—2 х, =1 


Raíces reales o valores críticos. 
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c) Se agregan los extremos del intervalo y se calcula la función en los valores críticos para obtener el mínimo 
y el máximo absolutos: 


x punto crítico 2х + 3X — 12х valor de la función 


A-3) + 3-3) — 123) 9 


HF --30-9y DEI 20 
200 + за) — 120) E 
2(3} + 3GYy — 120) 45 





А partir de la tabla se concluye que el mínimo absoluto de la función es y = —7 y se alcanza en x = 1; 
el máximo absoluto es y — 45 y se alcanza en x — 3. 


2. Tomando m = —7 y M = 45 en la expresión del teorema 7 se obtiene: 


b 
m(b—a)« | јода < Mtb—a) 
ENG) [? оза «39 -1204:5450-0(-3) 


3 
—42 < T ‚(2492 +3x? 12x) di < 270 


Más adelante se encuentra que el valor de esta integral es 54. 





Teorema del valor medio para integrales 


Previo al análisis del teorema del valor medio para integrales, revisaremos el teorema del valor intermedio, 
para funciones continuas que se requiere para demostrar el teorema del valor medio para integrales. 

El teorema del valor intermedio establece: si f es continua en el intervalo cerrado [a,b] у fía) = f(b), 
entonces, para cualquier número k entre Ла) y f (b), existe un número c entre a y b tal que f(c) = К. 


La demostración de este teorema está fuera del objetivo de este libro, por lo que se deja para un curso 
más avanzado. 


El teorema del valor intermedio puede interpretarse geométricamente. En la figura de la página 34 se 
observa que (0,k) es cualquier punto del eje y entre los puntos (0, f(a)] y (0, f(5)]. El teorema del valor 


intermedio establece que la recta y = k debe intersecar a la curva cuya ecuación es y = f(x) en el punto 
(c.k), donde c está entre a y b, como se muestra a continuación. 
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Se hace notar que para algunos valores de k puede existir más de un valor para c. 
El teorema del valor intermedio establece que siempre existe por lo menos un valor de с, pero que no 
es necesariamente único, tal como se muestra a continuación: 


y=f% 









| k 
fía) | | =f(c)=f(c)=f(c) 


El teorema del valor intermedio establece que si la función f es continua en un intervalo cerrado [a,b], 
entonces f toma todos los valores entre f(a) y f(b) cuando х toma todos los valores entre a y b. 
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x-2 sil<x<3 
x si 3<x<4 
La gráfica de esta función se presenta en la figura de la izquierda, dado se hace notar que: 


*Consideremos la función f definida por tramos: f(x) = 


a) La función está definida en el intervalo [1,4], pero no es continua, dado que f(1) = 0 у f(4) = 16. 


b) Si k es cualquier número entre 2 y 9, no existe valor de c tal que f(c) = k porque по hay valores de la 
función entre 2 y 9. 





Consideremos ahora otro ejemplo de una función para la cual el teorema del valor intermedio no es 
válido. 





хэт 


2 @e-Sca ((5)- 





y cuya gráfica se muestra en la figura de la derecha en la que se observa que: 
X — 


а) La función f es discontinua en 2, que es un punto del intervalo cerrado [0,3], ya que f(0) = =5 y 


73) =1. 


5) Si Кез cualquier número entre d у 1, no existe valor de c entre О y 3 tal que f(c) = К. 


Después de haber ilustrado con un par de ejemplos el papel que juega la continuidad en el teorema del 
valor intermedio, se puede formular y demostrar el teorema del valor medio para integrales. 
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El teorema del valor medio establece: 


Si la función f es continua en el intervalo cerrado [a,b], entonces existe un número X tal que 


b 
a<X<by | одах =](Х)(® — a). 





Demostración del teorema del valor medio para integrales 


Es un hecho que toda función continua en un intervalo cerrado alcanza sus valores extremos, es decir, 
máximo y mínimo absolutos, en algunos valores x del intervalo. 


Si f es una función continua en [a,b], existen xm y ХМ, ambos entre a y b, es decir a < xm < b y 
а< xM < b tales que fmax = M = ЈАМ y fmin = m = fxm. Además, m < fx < M para toda x en [a,b]. 


Por el teorema 7, resulta: 


b 
m(b—a) < | Годах <M(b-a) 


Como (Р — a) es positivo, porque а < b, al dividir entre (b — a), se obtiene: 


nb 
| годах 
ПИ 
__(р—а) 


Сото М = fxM у т = fxm, la expresión anterior se convierte en: 


| Јајах 
f(Xm) < —— < ХМ) 
(b—a) 
Por el teorema del valor intermedio, existe X entre Xm y XM tal que, 


b 
(x)dx 


0 bien, 


b 
f. fGodx = (b—a)f(x). 


para alguna X entre a у b, con lo que queda demostrado el teorema del valor medio para integrales. 


Para visualizar lo que asegura el teorema del valor medio para integrales, consideramos, a manera de 
ejemplo, una función positiva, continua en el intervalo [a,b]. 


En la figura de la izquierda de la página 37 se muestra la gráfica de una función positiva, definida 
en el intervalo [a,b], que define la región ABCD, cuya área es abfxdx. También se muestra el área de un 
rectángulo ABFE que comparte con la región ABCD tres de sus lados y sólo difiere de ella en la tapa. 
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Una forma de saber que las áreas de ambas regiones son iguales, es cuando son iguales las áreas A, уА_. 
En la figura de la izquierda, claramente A. es menor que А,, por lo tanto, el área del rectángulo ABFE es 
mayor que el área de la región ABCD, pero queda claro que es posible bajar el segmento FE hasta que 
A, y A_ sean iguales, como se muestra en la figura de la derecha. Al coincidir las áreas A, УЛ , el área 
bajo la curva, dada por la integral, tendrá el mismo valor que el área del rectángulo, cuya altura es /Х, 
para algún valor de X intermedio entre a y b. Dicho de otra forma, 


Јода = (b — a) fX, para alguna X en [a,b], 


y para ello basta que f sea continua en el intervalo [a,b]. 












Encuentra el valor de X tal que [fon = (ХЗ — (-3)), si f(x) = 2x? + 3x — 12x. 

Solución 

Primero se determina el valor exacto de la integral definida 1 ке + За? — 12x) ах. 
Considerando una partición regular del intervalo cerrado [—3,3] еп л subintervalos, es decir: 


Ас-0-9 08-03) 6 
| п п п 


Seleccionando £, como un punto en cada subintervalo, se tiene: 


OE 6-38)... €, —-з+4[®) 
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Como f(x) = 2х7 + Зд? — 12x, resulta: 


fp ds + 4- 34 —12[- 34%) 


јер = a|- 27441625 3245, ЧИГ їл 3 sh) 12(- 34 


3 2 4328 2 
га) = +20985 Р. sen 1006 1008 ги, BI 


144k 54042 432k — (9n? +144kn? —540k?n + 43240 
160-94-25- = -pruee шиш) 

















п? п п 


b n 
Por la expresión | Јајах=А= lim > f(&,)Ax tenemos: 
a n ага ГР" 


r (2х3 +3х? —12x)dx — lim У) 


800 i. 1 


| +144kn? —540k?n + 4324 | 6 | 


n? 


lim ДЭР Mate - 540k?n + 43242) 


n +оо Л 
= lim — у ние k- опу 122 
noo ПР El ка ка 


Por las fórmulas de la notación de suma, resulta: 


= lim E 9n3(n)+144n 


п— ос Й 
| 4 3 4 3 2 4 3 2 
T 6 4, 144n* + 144n 1 080n4 +1620n3 + 540n 432n° + 864n° + 432n 
| talc ML rara eee nre i ai ЕЕЕ 
noc Л 2 6 4 
fia МЕ --432n* + 432n3 — 1 080n* — 1 620n3 — 540n? + 648n* +1 2967? шга 
6 








2 ши — 540% Xn +1Х2л - D) | 4, (п +1) 


n—-4co ПЗ 


54 1087? + 108 108 108 
fim шилж (109. y m [541% ¿108 
п = nt n uot n? 


-|4+® 3 | 54 +0+0—54 


3 
El valor exacto de la integral definida f Р (2x5 + 3x° — 12x) dx es de 54 unidades cuadradas. 
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Por el teorema del valor medio para integrales, tenemos: 
[à * у(х) dx — /(хХЬ—а) 54 = f(x(6) 
for + 3х? —12x) dx = f(x)(3-(-3)) л. JG)=9 
Para determinar el valor de х, tenemos que: 
20 + Зх? — 12х=9 


x(2é + 3x— 12)=9 


De tal forma que: 
х=9 y 24+3x-12=9 o 2%4+3x-21=0 


Para la primera ecuación tenemos que x, = 9. 


Para la segunda ecuación aplicamos la fórmula general para ecuaciones de segundo grado, lo que resulta: 


В+? —4ас 





х 
2а 
_—3+ 49-4(2Х-21) 
202) NET 
| Е —3+ 4177 : Ж 4 
| 4 i -3-4177 
Rechazamos los valores x, = 9 y x, = M ин, ya que по están contenidos en el intervalo cerrado 


EA. 


-3 88 | 6) 


$ 
РА 4 „Ол? +3х°—12х)х = 1 





Valor promedio 


El valor f(x) dado por el teorema del valor medio para integrales se llama el valor medio o valor promedio 
de fen el intervalo cerrado [a,b]. Es una generalización de la media aritmética de un conjunto finito de n 
números f(x,), f(x,), f (x,)..... f(x,). la cual está dada por la expresión: 


Хус fa) 
ni 
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Considerando una partición regular del intervalo cerrado [a,b] que se divide en n subintervalos de 


igual longitud, ss obtiene Ax 2—0, 
n 


Sea £, cualquier punto del k-ésimo subintervalo la media aritmética de los valores que toma la función 


en los n números así obtenidos queda representada por: i Је). 
B БА 





Сото Ax =?—® зе tiene quel — DE 
n 


mW que al sustituir en el cociente, da lugar a: 
n —ü 


22/6); О 
Al tomar el límite cuando n + +оо о Ax + 0, tenemos: 


lim Pa Ах - — | годах 


nto D 


De lo anterior, se concluye que: 


Si la función f es integrable en el intervalo cerrado [a,b], el valor promedio de f en [a,b] es: 


1-7 








EJEMPLO - 

* Encuentra el valor promedio de la función f definida por f(x) = 2х7 + Зл? — 12x en el intervalo cerrado | 3,3. 
ш 

Solución 

Del ejemplo anterior, se obtuvo que | 5 Qi? + 33 — 12x)dx = 54 
3 
Е valor promedio (VP) de f en [—3,3] es: 
f(x) dx (2х3 + 3х? —12x) ах 
Е p free [pree но 
(b —a) (3—(—3)) 6 
40 
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3 
El valor promedio de la función f definida por I 4 (2х + Зх? — 12x)dx en el intervalo cerrado 


[23.3], es 9. 


El valor promedio de una función tiene aplicaciones importantes en la física e ingeniería en relación con 
el concepto de centro de masa; en economía se aplica en el cálculo del costo total promedio o del ingreso 
total promedio. Dichas aplicaciones se analizarán más adelante. 





EJERCICIO 3 
ё 1. En tu cuaderno, contesta las siguientes preguntas у socializa tus respuestas. 
a 1. Describe los teoremas sobre las sumas de Riemann. 
genéricas а 2. Enuncia los teoremas que dan lugar a las propiedades de la integral definida. 


oia 3. (Qué establece el teorema del valor intermedio? 


a) 1 "Зиа 


2 
b) Га ipa 


5 


с) fra 


d) [ida 
2 


................................................................ 


е) fre dx 
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4. Escribe el teorema del valor medio. 


5. (Qué establece el teorema del valor extremo? 


41 


6. Explica qué es el valor medio o valor promedio de una función en un intervalo [a,b]. 


7. Cita las aplicaciones del valor medio o valor promedio. 


И. En equipo, resuelve los siguientes problemas y en plenaria discutan sus resultados. 


1. Aplica el teorema 7 de las propiedades de la integral definida para encontrar el mayor valor y el 
menor valor posible de: 


6 X 


P 344x? 


4 
y ром 


2 
h) | (Gx! 4x0 —12x?)dx 





2x+7 
i) Fic 
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número с tal que f(c) = К. 
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2. En los siguientes problemas se dan una función f y un intervalo [a,b]. Determina si el teorema 
del valor intermedio es válido para el valor dado de K. Si dicho teorema es válido, encuentra un 


Si el teorema resulta no ser válido, explica el porqué. Dibuja la gráfica 


correspondiente de la curva y la recta y = К. 


| [-2,3]; К =—1 


a) јод=4 +х— х; [0,3]. К=1 

b) Га)=\25—х?;[-4,3]; К —3 
2 1 

с) А-а ПК 
x-4si-2<x<1 

d (0)-1 , .. 
x*—1sil<x<3 

e) Гх=х+3х- 2; [-1,2J,K=3 

P Јо) =4+ 3х – x; [2,5 K=1 

8) f(x) = 064—2; [0,6]; К =—6 
7 

h fœ) = —;101; K =4 
2х-1 


Encuentra el valor de х que satisfaga el teorema del valor medio para integrales. Construye la gráfica 


correspondiente a cada caso. 


a) fra 
4 
b) Jf (х2 +4x+5)dx 


с) 1 rdi 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas. 
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La integral definida 


Los conceptos fundamentales de la integral definida fueron empleados por los antiguos griegos muchos 
años antes de que fuera descubierto el cálculo diferencial. En el siglo хуц, casi simultáneamente pero en 
forma independiente, Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz trabajaron en la aplicación del cálculo 
para determinar el área de una región limitada por una сигуа o un conjunto de curvas, para ello, calcularon 
una integral definida mediante la antidiferenciación; en cuyo proceso de solución está contenido el teorema 
fundamental del cálculo. Para establecer y demostrar el teorema fundamental del cálculo, se analizarán 
las integrales definidas con un límite superior variable y un teorema preliminar. 


Sea f una función continua en el intervalo cerrado [a,b], entonces el valor de la integral definida 
Ї. f(x) dx depende únicamente de la función f y de los números а y Бу no de la variable x, que es la 
variable independiente. Del ejemplo Г. X dx se determina que el valor exacto de x es 9. Se podría haber 


empleado cualquier otra literal en lugar de x; por ejemplo: 


Га = | ва = [аи [аә 


Si f es continua en el intervalo cerrado [a,b], entonces fes integrable en [a,b]; por la definición de la inte- 
gral definida, se garantiza que 4 | f(v)dv existe. Por lo anterior, se establece que si la integral definida 
existe, representa un valor único. Si x es un valor numérico en [a,b], entonces f es continua en [a,x] 
ya que es continua en [a,b]. Por consiguiente, | | Ку) dv define una función F que tiene como dominio 
a todos los valores numéricos en el intervalo do [a,b] y cuyo valor de la función en cualquier valor 


numérico x en [a,b] está dado por: 
F(x)= Г fG)dv 


Si los límites de la integral definida son variables. se emplean distintas literales para estos límites y 
para la variable independiente en el integrando, esto es, en la ecuación Р(х) = f 5 f) dv, como x es el 
límite superior empleamos la literal v como la variable independiente en el integrando. 

Si en la ecuación F(x) = | 4 f) dv, f(v) > 0 para todos los valores de v en [a,b], entonces el valor 
F(x) se puede interpretar cunas como la medida del área de la región limitada por la curva 


= f(v), el eje v y las rectas у = a y v = x (ver figura de la página 44). 


43 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 


5/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


1 UNIDAD 


CÁLCULO INTEGRAL 


у= №) 





Con base en la figura anterior, se puede ver que F(a) = f " f(v)dv es igual a сего. 


Ahora establecerá y demostrará el teorema a que da lugar la derivada de una función F definida como 
una integral con un límite superior variable. 


Teorema. Sea la función f continua en el intervalo cerrado [a,b] y sea x cualquier valor numérico en [a,b]. 
Si Fes la función definida por (х) = f fo. entonces F(x) = f(x). 


Si x = a, la derivada en F'(x) = f(x) puede ser una derivada por la derecha; si x = b, la derivada en 


F'(x) — f(x) puede ser una derivada por la izquierda. 


Demostración. Considerando dos valores numéricos (x,) y (x, + Ax) en el intervalo cerrado [a,b], tenemos: 


х + 


х Ах 
F(x,)= [ f(V)dv y FG, + Ах) = | fav 


tal que: Р(х, + Ax) Ри) = f Eum ууд Ї ^ fF) } Ecuación А 


Рог el teorema 4, que da lugar a las propiedades de la integral definida, se tiene: 


E Б 7798 Гоа ju 
a ч X 
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De igual forma: 
х, Ас х x +Ax " 
f fav- | fdv = f Ку | Ecuación В 
а x x 


AI sustituir la ecuación В en A, resulta: 


Ах P 
Fia + Ах) Ро) = f Јојау | Ecuación С 


Por el teorema del valor medio para integrales, existe algún número Х en el intervalo cerrado limitado por 
(ху) y (x, + Ax) tal que: 


Ї ЗҮЙ Нууду-- fODAx | Есиасїбп Р 


" 
De las ecuaciones C y D, se obtiene que F(x, + Ax) — F(x,) = f(X)Ax. Si dividimos entre Ax, resulta: 


F(x, + Ax)  F(xj) 


Ax Ја) 
Al tomar el límite cuando Ax — (), tenemos: 
F(x, + Ах)— Е 
lim LARA цан) | ficuacióa Ё 
Axl) Ax Ax 


El lado izquierdo de la ecuación E es F'(x,). Para encontrar el lim f(X). no debe olvidarse que X está 
Ax 


contenido en el intervalo cerrado limitado por (x,) y (x, 4- Ax). y como, 


lim x, —x, y lim (x, - Ах) = x, 
Ах-э0 Ar 


Por el teorema del apretón que establece: suponiendo que las funciones f, g y h están definidas en algún 
intervalo abierto que contiene a a excepto posiblemente en a misma, y que f(x) < g(x) < h(x) para toda 
x en dicho intervalo para las cuales x = a. También suponiendo que el на Үл (x) ys es h(x) existen y son 


iguales а L. Entonces lim g(x) también existe y es igual a L. 
Ха 


Por lo anterior, se establece que el lim X = x,. Como f es continua en X, se tiene que: 
Ax->0 


lim f(X) = lim f(X) = f(x,): por lo tanto, de la ecuación E resulta: F'(x,) = f(x). 
Ar0 Х-эд 
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Si la función f no está definida para valores de x menores que а pero es continua a la derecha de a, 
entonces en el argumento anterior si x, — а en la ecuación E, Ax se debe aproximar a cero por la derecha. 
Por lo tanto, el lado izquierdo de la ecuación F'(x,) = f(x) será Р” (x,). De la misma manera, si f no está 
definida para valores de x mayores que P pero es continua a la izquierda de b, entonces si x = b еп la 
ecuación E, Ax se debe aproximar a cero por la izquierda. Por lo tanto, el lado izquierdo de la ecuación 
Fx) = f(x) será F’ (xj). 


Entonces, el teorema anterior establece que la integral definida f ' f (v) dv, con límite superior variable 
x, es una antiderivada ас f. 
Teorema fundamental del cálculo. Sea la función f continua en el intervalo cerrado [a,b] y sea р una 
función tal que g'(x) = f(x) para toda x en [a,b]. Entonces | j f» dv = g(b) — g(a). 

Si x = a, la derivada en g'(x) = f(x) puede ser una derivada por la derecha y si x = b, la derivada en 
g'(x) = f(x) puede ser una derivada por la izquierda. 
Demostración. Si f es continua en todos los números en [a,b] por el teorema establecido y demostrado 
con anterioridad la integral definida ў Е f(v) dv con límite superior variable x, define una función f cuya 
derivada en [a,b] es f. Como por hipótesis g'(x) = f(x). se sigue del teorema que establece: si f y g son dos 


funciones tales que f'(x) = g'(x) para todos los valores de x en el intervalo I, entonces existe una constante 
К tal que f(x) = g(x) + К para toda x en I, y que g(x) = [ | f(v) dv + К, donde К es cualquier constante. 


Si x = b y x = a, al sustituir en la ecuación anterior, resulta: 


b x 
в0)- [го K y e) — [уок 


b a 
De las ecuaciones anteriores, se tiene: — g(b) — g(a) = | Јојау— 4, fG)dv 


b 
Por definición se tiene que [ i f(v)dv = 0, lo que resulta g(b) — g(a) = f Ху) 


Si f no está definida para valores de х mayores que b pero es continua a la izquierda de b, la derivada 
en g'(x) = f(x) es una derivada por la izquierda, resultando que: 2” (b) = F' (b) de donde se llega a 


g(b) = | : f) dv + К. De la misma manera, si f no está definida para valores de x menores que a pero 
es panis a la derecha de a entonces la derivada en 2 (х) = f(x) es una derivada por la derecha y resulta 
que 2' (а) = F',(a) de donde se llega a g(a) = | foo TK. 

Ahora el valor exacto de cualquier integral definida aplicando el teorema fundamental del cálculo, en 


donde se hace énfasis en [g(b)— g(a)] = [2 cof. 
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EJEMPLO - 


2 
3 
EN E cucus la Г x? dx usando el teorema fundamental del cálculo. 


Solución 


Sea f(x) = х y la antiderivada de Y = тюз 


3 
Si g(x) = 7 ‚ por el teorema fundamental del саїсшо, se tiene: 


[^ Ai = 


хр 3 (оу 
| = 





+ El resultado de integrar x? esta y se obtiene al aplicar directamente las fórmulas de integración para integrales in- 


mediatas elementales que se estudiarán más adelante. El estudiante puede comprobar este resultado haciendo el cálculo 


del área como el límite de una suma de Riemann. 





La integral indefinida 


De la expresión F(x) = | : f(v)dv la función F(x) se denomina una integral indefinida de la función 


К»). Se dice una у no la integral indefinida, ya que en lugar de haber elegido a a como el límite inferior 
de integración, se pudo escoger otro valor constante y en tal caso, se obtendría otro valor para la integral. 


Es muy fácil comprobar que cualquier integral definida se determina a partir de una integral indefinida 
F(x) a través de la expresión: 


b 
Г Јојау = g(b) — g(a) 


La relación anterior entre una integral definida y una indefinida sugiere una manera de calcular el valor 
de la primera a partir de la segunda. 


El teorema fundamental del cálculo establece que una integral indefinida F(x) de una función continua 
f(x) definida por F(x) = $ f(v)dv posee siempre una derivada F'(x) y es tal que Р'(х) = f(x). Es decir, 
la derivación de una integral indefinida reproduce siempre el integrando. 


d . 
их = = 
Е) =- | f(Mdv= fa) 
47 
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El teorema fundamental del cálculo muestra el carácter inverso de las operaciones de derivación 
e integración, lo cual, constituye el hecho básico del cálculo. Debido a esta relación inversa derivación- 
integración a la función f(x) se le denomina la primitiva de F(x) ya que esta última proviene de la 
derivación de la primera. 

A continuación veremos que la integral de una función no es única ya que diferentes funciones primi- 
tivas pueden tener el mismo diferencial. 





EJEMPLO - 
| До) = ax Ао) = ax - 3 јод =а2—7 
| d (ax) = 2axdx d (ах + 3) = 2axdx 4 (aX — 7) = 2axdx 


En el proceso inverso, integrando se obtiene: 
|гахах--ах! | рахах = ах: +3 |гахах--ах2-17 


Se puede observar que las tres integrales únicamente difieren en un valor constante y ya se conocía cada una 
de las funciones primitivas. 


Una función f(x) tiene infinitas funciones primitivas pero dos cualesquiera de ellas, Р(х) y Fœ) 
difieren siempre en una constante. 


Pero, ¿qué sucede, si primero se plantea la expresión Ї 2ахах? ¿Qué respuesta daremos si se comprendió 
que puede haber una cantidad infinita de funciones que dan lugar a esta diferencial? 
Con el fin de dar una respuesta clara y precisa, diremos que | 2axdx es ах” más un valor constante 


indefinido que representamos por С, es decir: 
faxdx=ax*+C 


Como no es posible precisar el valor de С, ах? + C se conoce como la integral indefinida de 2ax dx. 
La constante arbitraria C se llama constante de integración y es una cantidad independiente de la va- 
riable de integración. 


Por conclusión, se tiene que 4 /'х)ах = f(x) +С donde f(x) + С es la integral indefinida de f'(x) dx. 


Al conjunto de todas las funciones primitivas de una función f(x) se le denomina integral indefinida 
de f'(x) dx. 


El proceso de calcular una integral indefinida o una integral definida se denomina integración. 
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, |. En tu cuaderno, contesta las siguientes preguntas. 


. 
Escribe los números 1. 
correspondientes 


genéricas 2. 


10. 


(Qué representa Ї ; f(vidv? 
Define Р(х) = ff». 


х 
¿Qué representa geométricamente el valor de la ecuación F(x) = | f(v)dv? 
a 


Enuncia el teorema a que da lugar la derivada de una función F que representa una integral definida 
con un límite superior variable. 


Enuncia el teorema fundamental del cálculo. 

¿A qué se le denomina integral indefinida? 

Para una integral indefinida, ¿qué establece el teorema fundamental del cálculo? 
5 ¿4 

¿Qué es una función primitiva? 

¿Qué representa C en una integral? 


¿Cómo se llama el proceso para determinar una integral indefinida o una integral definida? 


Il. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados. 


1. 


Encuentra el área de la región acotada por la curva y rectas dadas en los siguientes incisos. Construye 
una gráfica mostrando la región y un rectángulo. Expresa la medida del área como el límite de una 
suma de Riemann y después como integral definida. 

а) y=4-x;elejex;x=0,x=3. 

b y=8x-x;elejex;x=1,x=3. 

с) y=xyx+5;clejex;x= —l, x = 4. 

а) у= x! dx 3; el eje x; x — 7, x = 12. 

e) y-xi—4x 5; еіејех; x = —2,Х = 2. 

p у= x4 x? +4; el eje x; x = 9. 

8) у= Зх\/х2 — 16; el eje x; x = 4, x 6. 


h) y=vx+l;elejex;x=8. 


© Verifica tus resultados en la sección de respuestas. зао ооо о в соо ооо ооо е = е е 
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Aplicación de las cinco primeras ecuaciones del fórmulario general 
de integrales inmediatas elementales 


Integración 


En cálculo diferencial se aprendió a determinar la derivada f'(x) o la diferencial f'(x) dx de una función 
dada f(x); en cálculo integral se realiza la operación inversa, es decir, se determina una función f(x) cuya 
derivada o diferencial es conocida. 


Ejemplo 

Sea f(x) = x? +9 ] 2xdx— x! +С | Integración 
dy : 
de = | инин La integración у la diferenciación 
dy—2xdx | Diferencial son operaciones inversas. 


De la expresión у 2x dx = x? + С, no se puede saber cuál es el valor de C (constante de integración), 
es decir, es un valor indefinido y por ello a esta operación se le conoce como integral indefinida. 


De la notación para la integral indefinida, se puede identificar: 


"T nudae superior 
| ndo 

Simbolo de E мэн 

тыл To ==> Diferencial de la variable de integración 
AA inferior 


De la expresión f 2хах se tiene que №. es el símbolo de la integral, 2х es el integrando y dx es la 


Ejemplo 
diferencial de la integral cuya variable es x. 


Comprobación de la integración indefinida 


Para verificar si el cálculo de la integral indefinida es correcto, se determina la diferencial del resultado 
y éste debe ser el integrando. 


Resultado 


Ejemplo zit 
ió dy = ‘ау + С“; donde la diferencial de ау’ + C es 3ay dy. 


Sea la expresión | \ За Y ју = 4m 
Integrando 


El cálculo de la integral indefinida es correcta. 
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Pasos para integrar una función 
1. De la expresión a integrar se toma la variable y se obtiene su diferencial. 


2. Si la diferencial resultante completa el diferencial de la integral, se aplica directamente la fórmula 
correspondiente. 


3. Si la diferencial resultante completa la diferencial de la integral y sobran constantes, éstas pasan en 
forma recíproca multiplicando al resultado de la integral. 


Fórmulas para integrales inmediatas elementales 


1. [[4&=у+с 


N 


Ја =а [ àv avc 


3. Га au) = [а fdu- [aw — vc 





yn | 
n dv =—— +C —1 
4. [ra= +0 = 
dv 
5. [T=Inv+C=Inv+InC=InCv (С=С) 
у 
— Las fórmulas para integrales inmediatas elementales se obtienen directamente de las fórmulas 
generales de diferenciación—. 
EJEMPLOS 
2 E 
4 “Саїсша la fe dx. 
ш 
Solución 


Con base en los pasos para integrar una función, en la expresión dada se identifica la variable у = x y al 
exponente л = 3, es decir: 


v=x n=2 
f dv — dy 
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Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral ах, razón рог 
la que se aplica directamente la fórmula 4, de lo que resulta: 


2 ө. Calcula la | бту? ду. 


Solución 


En la expresión dada se identifica que Эт es una constante que se encuentra como factor en el integrando 
5my'; al aplicar directamente la fórmula 2, se tiene: 


Гете муо 


Ahora en la expresión resultante, se tiene que la variable ез у = y y el exponente n = 2, es decir: 


Se observa que la diferencial de la variable dv — dy completa la diferencial de la integral dy, razón por la 
que se aplica directamente la fórmula 4, de lo que resulta: 


5 н 5т| 2 — c=3 +С 
п Гуга np my 


3 Фе: Calcula la | 3t dt. 


. Solución 


Muchas integrales indefinidas no se puden calcular directamente aplicando las fórmulas inmediatas elemen- 
tales; sin embargo, esto es posible mediante artificios, es decir, mediante la aplicación de propiedades y leyes 
matemáticas que facilitan la resolución de un problema. 

Para el caso propuesto, no se pueden aplicar directamente ninguna de las cinco fórmulas que hasta el 
momento se conocen. Sin embargo, si el integrando Мз se pasa de la forma radical a la forma exponen- 
cial, se tiene: 


јула – [osa 


52 
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iz x : 1 Е 
Ahora en la expresión resultante, se tiene que la variable es у = 31 y el exponente es п = 2 es decir: 


у= 3+ ж 
2 


dv=3dt 


Se observa que el diferencial de la variable dv = 3 dt completa el diferencial de la integral dt, razón por 
la que se aplica directamente la fórmula 4. Pero, con base en el paso 3 para integrar una función, se observa que 
en la diferencial de la variable За! nos sobra la constante 3, la cual, pasa en forma recíproca multiplicando 
al resultado de la integral, es decir; 








п 1 3 
1 5+1 м 
11, 102 160? 
528 3 141 GE лал 
2 2 


! ” 
# Jo" a- зу C^ 200 у 024% +C 


А Calcula la f 4. 
жаз 
Solución 


Para el ejemplo propuesto no se puede aplicar directamente ninguna de las cinco fórmulas que hasta el mo- 
mento se conocen. Sin embargo, si el término del denominador lo pasamos al numerador y con base en las 
leyes de los exponentes, tenemos: 


| х3 
Ahora en la expresión resultante, se tiene que la variable es у = x y el exponente es л = — —, es decir: 
2 
= п=—— 
3 
dv = dx 


Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx, razón por 
la que se puede aplicar directamente la fórmula 4, de lo que resulta: 





п 1 
“2 +1 mi 
fz зах = t +0C= С-З +С 
= 21 1 
3 3 
53 
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27 
5 ©». Calcula la Л гэг fts dx. 
Solución 


Para resolver la integral de una suma algebraica (polinomios) de expresiones diferenciables, se aplica direc- 
tamente la fórmula 3, de lo que resulta: 


3 
- 7 
4—324— 45 
ЛЕ Б TUE 
"dw 





3 7 
dx = | x*dx— | 3x2dx+ | —=ах+ | 5dx 
J | | 5 Er fe 


Ahora, se integra cada una de las expresiones resultantes de forma individual. 


1. En esta integral, se identifica a la variable у = x y al exponente n = 4, es decir: 


Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx, razón por 
la que se aplica directamente la fórmula 4, de lo que resulta: 


3 
2. En esta integral, se identifica que 3 es una constante que se encuentra como factor en el integrando 3х2; 
aplicando directamente la fórmula 2: tenemos: 


Гзта Ја 


“a , . 3 8 
Ahora, en la expresión resultante se tiene que la variable es у = x y el exponente n = 7 es decir: 





3 
v=xX n== 
2 
dv = dx 
54 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 6/10 


14/2/2017 


Bibliotechnia - 


UNIDAD 1 
La integral 


Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx, razón por 
la que se aplica directamente la fórmula 4, de lo que resulta: 





п 3 5 3 
3 =H 2 Es 
-3 f хас--3 = +С=-3|5 РК „ЖА... 
2 2 


En esta integral no se puede aplicar directamente ninguna de las cinco fórmulas que hasta el momento se 
conocen. Sin embargo, el denominador se pasa de la forma radical a la forma exponencial, y por último 
se pasa al numerador y, con base en las leyes de los exponentes, se tiene: 


[--&- [Ai fra 


Ahora еп la expresión resultante, identificamos que 7 es una constante que se encuentra como factor en 


І 
el integrando 7х 2, al aplicar directamente la fórmula 2, tenemos: 


[154-1 [54s 


T а : : 1 : 
En esta última integral se tiene que la variable es у = x y el exponente л = => es decir: 


dv = dx 


Se observa que la diferencial de la variable dv — dx completa la diferencial de la integral dx, razón por 
la que se aplica directamente la fórmula 4, resultando: 
A, ta ! 


A 2 x2 
7| х за =1 | +С=1|т-|+С=ух+с 
2 





+1 


En esta integral se identifica que 5 es una constante y que es el integrando de la expresión, por lo que al 
aplicar directamente la fórmula 2, se tiene: 


[з&-э[ 
En la integral resultante, se aplica directamente la fórmula 1, de lo que resulta: 


5 ёс-5х--С 


55 
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Escribiendo en forma unificada el resultado de cada integral, se tiene: 


5 
3 5 2 
Лев + IS 
X 


Se observa que cada resultado tiene una constante, por lo que, en el resultado final se escribe una sola 
constante, esto es porque la suma de varias constantes es igual a otra constante. 
6 e*-Calcula | Ух(х--З)уах. 
Solución 
En este caso se observa que se tiene el producto de dos funciones u = Vx уу = (x — 3), que conforman el 
integrando. 


Se debe intentar diferenciar cualquiera de ellas para tratar de completar la diferencial de la integral, es 
decir: 


Si se diferencia и = x, resulta: du = LUN Si se selecciona аи = x y n= > al diferenciar, resulta 


24x 
du = dx. Pero, la diferencial de la integral por completar debe ser du = (x — 3) dx, por lo que no se completa 
dicha diferencial. 


Si se diferencia v = (x — 3), resulta que dv — dx. Pero, la diferencial de la integral por completar debe 
ser dv = үх dx, por que no se completa dicha diferencial. 


La integración de ciertas expresiones se pueden transformar en integrales inmediatas, mediante la ejecu- 
ción de la operación indicada (multiplicación, división, etcétera). La integral propuesta se reduce a: 


3 І 
| х-зах-| (2-3) 
| Al aplicar directamente la fórmula 3, se tiene: 

3 1 3 І 
fle -3х2 је = [ја - [зх ах 
а "d ———— ——— 

| 2 
Ahora se integra cada una de las expresiones resultantes en forma individual. 


1. En esta integral se identifica a la variable у = x y al exponente л = i es decir: 


3 
YX n== 
2 
dv = dx 
56 
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Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx, razón por 
la que se aplica directamente la fórmula 4, resultando: 





п 3 5 5 
3 IH Ll Ll 
fua-$ WM NE ES 
v4 Зүү 3 5 
2 2 


. En esta integral se identifica que 3 es una constante que se encuentra como factor en el integrando 3x?, 


al aplicar directamente la fórmula 2, se tiene: 


dv = dx 


Se observa que la diferencial de la variable dv — dx completa la diferencial de la integral dx, razón por 
la que se aplica directamente la fórmula 4, resultando: 





n 1 3 
т сн = 3 
-3 [52 а= | +o= 3 |+0=-2:2+C 
v Y Zt! 2 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se tiene que: 


5 
> 3 3 
х [56-54 La кс-э | -арс 


e-Calcula | Ух(Ма- Jx ds 


Solución 


Se observa que en la integral propuesta se presenta el producto de dos funciones и = Ух yv= (/а-4х y 
que conforman el integrando. Con base en el ejemplo anterior, se debe intentar diferenciar cualquiera de 
ellas para tratar de completar la diferencial de la integral. 


57 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 9/10 


Bibliotechnia - 








14/2/2017 
1 UNIDAD 
САСЦО INTEGRAL 
Es decir, 
Si и=ух y si у= (Ма — del 
dx 
du =—= -11- 
2.х 
o también: 
Si u=x п=5 у si у= а үх n=2 
ах 
аи = dx dv=——- 
2. х 


Como en ninguno de los casos se satisface el hecho de completar la diferencial de la integral se realiza 
la operación indicada, es decir, se desarrolla el binomio al cuadrado y se multiplica, lo que resulta: 


[Ns a Ax f lea Гай alata 


AI aplicar directamente la fórmula 3, se tiene: 
3 3 1 3 
Даг aria farar- oaa e [зз 
| 2 3 


Ahora se integra cada una de las expresiones resultantes en forma individual. 1 
En la integral 1 se identifica que a es una constante que se encuentra como factor en el integrando ax? 


al aplicar directamente la fórmula 2, se tiene: 
І ! 
| ax?dx—a jJ. x? dx 
a v dv 
En la expresión resultante, se tiene que la variable es v — x y el exponente л = 2 es decir 


1 
v=x п=- 
2 
dv = dx 
Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx razón por la 
que se aplica directamente la fórmula 4 lo que resulta: 





1 ly 3 3 
2 2 
а| х dx=a i уби Гэ Ce IEEE 
v —+1 A 3 
2 2 
58 
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En la integral 2 se identifica que 2y/a es una constante que se encuentra como factor en el integrando 
дах; al aplicar directamente la fórmula 2, se tiene: 


-| Ма x dx = а | xax 


En la expresión resultante, se tiene que la variable es у = х y el exponente л = 1, es decir: 


Se debe recordar que con base en las leyes o propiedades de los exponentes, se establece que cuando una 
literal no tiene exponente, éste es la unidad. 

Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx, razón 
por la que se aplica directamente la fórmula 4, de lo que resulta: 


n IH 2 
4 а mu РЕ e ПЕ e 
2а | х dx — Nap = 245 | с- Мах +С 


En la integral 3 se identifica а la variable у = x y al exponente л = 3, es decir: 


v=x n 


| 
ius 


dx = dx 


Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx, razón por 
la que se aplica directamente la fórmula 4, de lo que resulta: 





5 5 
3 2 2 2 
[94-5 += ув ЖЕ +С 
3 5 
2 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se tiene que: 


3 5 


х [Na - a 209 јака 4 0 
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8 es-Calcula | маг —b dt. 


Solución 


Se observa que en la integral propuesta se presenta el producto de dos funciones и = t y v = Nat? — b que 
conforman el integrando. Con base en los ejemplos anteriores, se debe intentar diferenciar cualquiera de 
ellas para tratar de completar la diferencial de la integral, es decir: 


Si u=1 y si v=vat? — b 
48:44 — 2at dt 
at? —b 
0 también: 
Si : 2 1 
i u—t y si v—at-—b =“ 
du = dt dv = а dt 


Se observa que cuando v = ай — b y n = 1 ‚ la diferencial de la variable dv = 2at dt completa la dife- 


rencial de la integral tdt, razón por la que se puede aplicar directamente la fórmula 4. Pero también, se debe 
observar que en la diferencial de la variable 2at dt nos sobra la constante Ја, la cual, pasa en forma recíproca 
multiplicando al resultado de la integral, es decir: 


1 
1 dio та 
[iae ва = far na E by +C 
Заа 
2 


3 


3 
2 ру 2 Бү? 
| Май ъа Dh c er c 
2a 3 3a 


2 
E 3 = 
9 ee.Calcula e dx. 
9 үеээ 


Solución 


Para este caso se observa que se tiene la división de dos funciones и = x + 4x — 3 y v = x que conforman 
el integrando. Se debe intentar diferenciar cualquiera de ellas para tratar de completar la diferencial de la 
integral, es decir: 


Si u=x3+44x-3 у si v=x 
du = (3x? + 4) dx dv = dx 
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Como en ninguno de los casos se satisface el hecho de completar la diferencial de la integral, se ejecuta 
la operación indicada, es decir: 


х2-4 
х) хз +4х—3 
3 : 2 3 
-3 & Nue 
4x-3 5 
—4х 
-3 


Ahora la integral se presenta de la siguiente forma: 


put peat 


Al aplicar directamente la fórmula 3, se tiene: 


Sosa = | xax | sax [ze 


—— = + 





Esta integral también se puede resolver al dividir término a término entre el divisor y al aplicar directa- 
mente la fórmula 3, es decir: 


¡Ela (aes [La (За 


pe РШ fc [а&- ЇЕ За 


г 2 


Ahora se integra cada una de las expresiones resultantes en forma individual. 
En la integral 1 se identifica a la variable у = x y al exponente n = 2, es decir: 


v=% ¡n= 


ду = dx 


Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx, razón por 
la que se aplica directamente la fórmula 4, lo que resulta: 





61 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 3/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


1 UNIDAD 


CÁLCULO INTEGRAL 


En la integral 2 identificamos que 4 es una constante y que es el integrando de la expresión, por lo que. 
al aplicar directamente la fórmula 2, se tiene: 


ESE 


Al aplicar directamente la fórmula 1, resulta: 
4 | ах =4х+С 
18-85 


Еп la integral 3 se identifica que 3 es una constante que se encuentra como dividendo en el integrando 


ЗЭ... | a 
— aplicando directamente la fórmula 2, tenemos: 
х 


а 
3 dx 
== — 
v 
En la expresión resultante se identifica que la variable v — x se encuentra en el denominador y como: 


у=х 
ду = ах 


Se observa que la diferencial де la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx. razón por 
la que se aplica directamente la fórmula 5, lo que resulta: 
de 
dx 
—3 | —=—3lnx+C 
үг е 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se tiene: 


3 Е 3 
¡Ea ч +4х—3шх +С 
х 


•.Саісша | as 





Solución 


Se observa que en la integral propuesta, se presenta la división de dos funciones и = s + 4 y v = 2s + 3 
que conforman el integrando. Se debe intentar diferenciar cualquiera de ellas para tratar de completar la 
diferencial de la integral, es decir: 


Si и=5+4 у я у=25+3 
du = ds dv = 245 
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Como en ninguno de los casos se satisface el hecho de completar la diferencial de la integral se realiza 
la operación indicada, es decir: 


1 


2 
25+3)5+4 5 








+? 1, 2 
2 2 2s43 
3 
2 
Ahora la integral se presenta de la siguiente forma: 
3 
(54-4) di 1 1, n 
25+3 2 2543 








Al aplicar directamente la fórmula 3, tenemos: 








AAA 


5 5 
2 1 2 

ds= fds d 

2543 feta 
4 | 2 


np 

2 
dy 

Ahora se integra cada una de las expresiones resultantes en forma individual. 


1 
En la integral 1 se identifica que y aman constante y que es el integrando de la expresión, por lo que, 


al aplicar directamente la fórmula 2, se tiene: 
1 1 
—ds == | ds 
[=] 
Al aplicar directamente la fórmula 1, resulta: 5 | ds = = ЕС 


5 
En la integral 2 se identifica que 7 es чпа constante que se encuentra como dividendo en el integrando 
5 


543 al aplicar directamente la fórmula 2, se tiene: 
4 

f 2 ас 5 ds 
25435 2% 2+3 
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En la expresión resultante, identificamos que la variable у = 25 + 3 se encuentra en el denominador y 
como: 


v=25+3 
dv = 2 ds 


Se hace notar que la diferencial de la variable dv — 248 completa la diferencial de la integral ds, razón 
por la que se puede aplicar directamente la fórmula 5. Pero también, se debe observar que en la diferencial 
de la variable 2 ds sobra la constante 2, la cual, pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la 
integral, es decir: 


dv 
Sr ds (115 5In(2s +3) 
при Po pe 9 9. gp 
ore БАШ tA a + 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se tiene: 


(s+4)ds _ 


s  5in(2s+3) 
С 
25+3 2 4 


11 #--Сакий | “С. 


Solución 


Se observa que en la integral propuesta se presenta la división de dos funciones и = (a + In x) уу = x que 
conforman el integrando. Se debe intentar diferenciar cualquiera de ellas para tratar de completar la dife- 
rencial de la integral, es decir: 


Si u=(a+Inx) у si v=x 
di и. dv = dx 
X 


Cuando и = (a + In x) y considerando como exponente л = 1, la diferencial de la variable du = a com- 
Х 


pleta la diferencial de la integral a razón por la que se puede aplicar directamente la fórmula 4, es decir: 
x 


Р м E foina) _ (а+1пх)? +C 
х =т= ж 1+1 2 
dv 
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12 @°-Calcula ‚еп? axcos axax. 
Solución 


Para este caso se observa que se tiene el producto de dos funciones и = sen? ах y v = cos ax que conforman 
el integrando. Se debe intentar diferenciar cualquiera de ellas para tratar de completar la diferencial de la 
integral, es decir: 


Si и = зеп?ах = (зепах)? у si v—cosax 
du = 2asen ax dx dy — —asenax dx 
También: 


Si u=senax n—2 


du = acos ax dx 


Cuando u — sen ax y n — 2, la diferencial de la variable du — a cos ax dx completa la diferencial de la 
integral cos ax dx, razón por la que se puede aplicar directamente la fórmula 4. Pero también se debe ob- 
servar que en la diferencial de la variable a cos ax dx sobra la constante a, la cual, pasa en forma recíproca 
multiplicando al resultado de la integral, es decir: 


зепзах 
За 


E (зепах)? +! 
2+1 





+С 





|с- 


13 өг-Сасша | ЗЭР 
х 





Solución 
| Por las propiedades о leyes de los exponentes, la integral propuesta se puede escribir de la siguiente forma: 
2 
ка secx (sec x)? dx sec?x dx 
| dx = 
[х= Гааз" Sarm 


Ninguna de las cinco fórmulas que hasta el momento se conocen, se pueden aplicar. Sin embargo, si el 
término del denominador se pasa al numerador y con base en las leyes de los exponentes, se tiene: 





2 
5ес-х 


арк J @+ мал) ?sec?x dx 


En la expresión resultante se tiene que la variable es v — 1 + tan x y el exponente es л = —2, es decir: 
v=1+tanx й==2 


ду = sec?x dx 
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Se observa que la diferencial de la variable dv = sec? x dx completa la diferencial de la integral sec? x dx, 
razón por la que se puede aplicar directamente la fórmula 4, de lo que resulta: 


~ fauno se? xdr- 


v 





0 
14 ••-Сајсија 1 nr» 4. 
а 


Solución 





241 
(1 4- tan x) " 1 
—2+1 


14 tan x 


Se observa que en la integral propuesta se presenta la división de dos funciones v = e^ y v = a + be^ que 
conforman el integrando. Se debe intentar diferenciar cualquiera de ellas para tratar de completar la dife- 


rencial de la integral, es decir: 


du = е"ад 


La diferencial de la variable dv — 





Ta 


si v=a+be! 


dv = Бе ад 


Бе"ад completa la diferencial de la integral е 40, razón por la que se 
puede aplicar directamente la fórmula 5. Pero también se debe observar que en la diferencial de la variable 
be"d0 sobra la constante b, la cual, pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral, es decir: 


40 = s [inta + һе +С = 


In(a + be^) 


E 
b + 





EJERCICIO 5 


Escribe los nü 6 
ния ралу 1. Ја +С 
Competencias 

dà 
Competencias 2. = —-241—89--C 
disciplinares Без Li 


dx 1 
a Jet 
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|. En grupo y con asesoría de su profesor, comprueben las siguientes integrales indefinidas, aplicando 
las cinco primeras ecuaciones del formulario general de integrales inmediatas elementales. 


dx x 
5:-1--ы--2,|--4С 
Ле а 


3 
ИР 
ё, [sac вах ЕНЕ „р 


За 


7. 22-240 
S 3 


2 473 
2 me pia 
8. farz dz= ad - ++ +С 
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3 
9. [fa - 58 4с 





10 pe mA с 

| a 9 ' 
sat 

11. [E X dx—2x) —93x +С 


S 3|. 2.3 


3 


13. firmo 8399 ус 
4s 1 
— В 
Ii: Газар 2261-2623 


4 
15. Ја = "+С 


_ М16+х* 
16. —— +С 
Stia 2 $ 


17. ]“=их+с 





dt 1 
18. eten i 
Д (a 4- bt? 2b(a + bt)? 


19. fEa=E+c 
(2x — 5) 
28: Ei xq 
FEE 


2a 
21. Гв ах c 


....................................................................................................... 
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(х2 +2) 24 x? +6х 
22. ————— dx > —————4€ 
ES 3 Ч 
23. fh у-ЭУ-с 
sen?2x 
24. | хадхсовдхас- TT +C 
25. ft ак = ЈУ сова +С 
и = 
2 
26. PARÓ de= ао 
2+4tanx 4 
л. (22) — шит, 
14 соі х 1+соіх 
28. | SONE д, аі —csox)-- C 
]—cscx 
29. ife dx = In(14- versox) + C 
14 versox 
бус 
30. fee 2) pi — 3x — Sin(x+1)+C 
x+1 


31. 


33. 


E 


в. | 


Г 


м. | 


ах 


a+bx _ 


хе 


3х2 
7--х 


ае* 





3 


ae* + 


e +5 


Zar- 2In(ae* +b)—x+C 





_ а + bx) 
b 


+C 


Infe? +5) 


дү- EP үр 


2 


dx = In(7+x3)+C 


9/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


1 UNIDAD 


CÁLCULO INTEGRAL 




















(2+ 3х2)а 0-хй _ x 
35. (T max +04 C 46. [ar ах 2€ 7 4C 
< па +z?) 2 AxVax x? 
36. di-— iE iig T х 
т 5 ап. [a + ул) dec ac 40 
(х+3) In(x? + 6x) | 9х3/22х 
37. Jaret a +Е 48. [Ga 35) =a- + 
А заи -24c 
38. Jeme- 
4 JUE „Ыы с 
i Jx 3 
39. 1 208Х х — In(14+-senx) ЕС 
14 senx 
5 3 


50. Jair a ean ан найд 











(x4! +2) In(x* + 2ax) 
an. (EL a AAA үр 
= а 
3 5 
2 2 
51, Га ьо ах = 2 и... 
41 forraya +4 с "= 
! ~ Ë 
2 5 
А 52. [seta = Sec 
42. | зеп тхсоз?тхах = LL c 
3m 
32€ —1 e У 
нх PE “TR 2.28 
EE 
к fora Ha 


а 5 (++3) 1 
Хү ЛД... a 54. | À —2* ax =-[х+2щ3х+1]+С 
44. Га “ле [Ear y HE | gr + 2InGx +1] + 


2... 
Г 2х p marie 


45. - 
4х2-1 4 


....................................................................................................... 
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3 
55, fæ- бей AL н 
3 2 


. 4 
56. Је –вк+-Е 38 +104 +С 
X 


3 3 


2 
57. [iG ma = +22 5с 


2 СА 2 
58. А +зх-ашх+с 
х 2 


Il. Encuentra el valor de cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por 
diferenciación. 








1. [seen Эа 0. f 

2. rt 11. Го Ух) 
з. | Мех 2) 4х 12. d 
4. f er di 13. fine ax 


4x? Vartanx |. 
5. | Ја 14. Је 








....................................................................................................... 


1--х2 
6. SE ја 15. (а ху ах 
E I - STR 
8. | sent3xcos3xdx 17. оо за 
9, [festa 18. falda 
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. In nx dx 
. 19. dx LÁ 
> ] х A. [cu 
: 20. |зспах,/ 2совахах 29. SY ах 
; dx dx 
: n. Di 9, ГЕЕВ 
22: | согхаазеп ox 31. fs 
ех —senx 
In?x x 
23. —— dx 32. | ах 
Ж 3-х 
24. arccos jr 
Ji 1-93 33. f аахаасовхуах 
dx Ж 
А: Aa СИИ 
25. | dl 34. | == 
26. [sextanx y, 35. Mi 
a+secx 14+4x* 
E" arccot 3x 
T. dx inclini) 17 
2 I 1--9х2 
O Verifica tus resultados en la sección de respuestas. • + + + + + + + © 0.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ооо ө ө э + + • 


Aplicación de las ecuaciones 6 y 7 del formulario general 
de integrales inmediatas elementales 


Ecuaciones para integrar funciones exponenciales: 
а’ 
6. | avdv=—+C 
] Ina 
Я ] e'dy — e* +С 


—Las ecuaciones para integrales inmediatas elementales se obtienen directamente de las fórmulas 
generales de diferenciación—. 
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«Calcula fa” dy. 
Solución 


Con base en los pasos para integrar una función, en la expresión dada se identifica a la variable у = my que 
se encuentra como exponente en el integrando а”. 


Si v=my 
dv=mdy 


Se observa que la diferencial de la variable dv = mdy completa la diferencial de la integral dy razón por 
la que se puede aplicar directamente la fórmula 6. Pero, con base en el paso tres para integrar una función, 
se observa que en la diferencial de la variable mdy sobra la constante т, la cual, pasa en forma recíproca 
multiplicando al resultado de la integral, es decir: 


~ 1(а” 
я = | С = 
ја © "р 





2 @e-Calcula SG e ai 
Solución 


La integral propuesta se asemeja a la fórmula 7, donde se identifica que la variable es: 


у= 47 
od 
2/ 


dt 
Se observa que la diferencial de la variable dv = 27 completa la diferencial de la integral Jr razón 


por la que se puede aplicar directamente la fórmula 7. Pero, se observa que en la diferencial de la variable 


dt 1 
эЛ sobra la constante 27 la cual, раза en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral, es decir: 


[4 = Је = 207 p 
"ud 


7] 
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3 @e-Calcula pe cos x dx. 


Solución 
La integral propuesta se asemeja a la fórmula 6, donde identificamos que la variable es: 
v=senx 
dv = cos x dx 


Se observa que la diferencial de la variable dv — cos x dx completa la diferencial de la integral cos x dx, 
razón por la cual aplicamos directamente la fórmula 6, lo que resulta: 


2 [57 совхах - 2 +С 





Д е•-Сајсша | INE dx. 
Solución 


En esta integral se identifica que 3 es una constante que se encuentra como factor en el integrando Зуех ‚ай aplicar 
directamente la fórmula 2, tenemos: 


faja =з [Ме ax =з [езах 


Ahora, en la expresión resultante, el nuevo integrando ve" se pasa de la forma radical a la forma 
exponencial, y se tiene: 


ña fiera 


La integral resultante se parece a la fórmula 7, se identifica que la variable es: 


>| 8 |х 


La diferencial de la variable dv = 2 completa la diferencial de la integral dx, razón por la que se puede 
aplicar directamente la fórmula 7. Pero, se observa que en la diferencial de la variable 2 sobra la constante 


> la cual, pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral, es decir: 


” [таз 2 ас-206)-с-648 +с 


mia 
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5 е•-Сајсша Їе +e) dx. 


Solución 


Para el ejemplo propuesto, no se puede aplicar directamente ninguna de las fórmulas que hasta el momento 
se conocen. Sin embargo, mediante la realización de la operación indicada (desarrollo del binomio al cua- 
drado), se tiene: 


Је +е +) 4х = | (e: 2e ке 2) = | (e: 420 +е хуйх = | (e +2+е *)ах 


Al aplicar directamente la fórmula 3, se tiene: 


Gpe a [nae fas | © 





Ahora, se integra cada una de las expresiones resultantes en forma individual. 


En la integral 1 se identifica que la variable es: 
v=2x 


dv=2dx 


Se observa que la diferencial de la variable dv = 2 dx completa la diferencial де la integral dx, razón por 
la cual estamos en condiciones de aplicar directamente la fórmula 7. Pero, se hace notar que en la dife- 
rencial de la variable 2dx sobra la constante 2, la cual pasa en forma recíproca multiplicando al resultado 
de la integral, es decir: 


fe Fate) 6 +с 
"= 2 2 


En la integral 2 se identifica que 2 es una constante y que es el integrando de la expresión, por lo que al 
aplicar directamente la fórmula 2, se tiene: 


anf 
Al aplicar directamente la fórmula 1, resulta: 2 1! = =2x+C 


En la integral 3 se identifica que la variable es: 


v==—2x 
dv =-—2 dx 
Se observa que la diferencial de la variable dv = —2 4х completa la diferencial de la integral dx, razón por 


la que se puede aplicar directamente la fórmula 7. Pero, se observa que en la diferencial de la variable —2 dx 
sobra la constante —2, la cual, pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral, es decir: 
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Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene: 


À се) оС 
ex 


2х 
a Гу ыы“ ах 
fi te) ; HG => 


1-42 
6 er Calcula | LE 


la 
Solución 


En el ejemplo propuesto no se puede aplicar directamente ninguna de las fórmulas que hasta el momento se 
conocen. Sin embargo, mediante la realización de la operación indicada (división), se tiene: 


¡Gea 
Al aplicar directamente la fórmula 3, tenemos: 
ES 
E —— += 
Ahora, se integra cada una de las expresiones resultantes en forma individual. 


En la integral 1 no se puede aplicar directamente ninguna de las fórmulas que hasta el momento se con- 
cen. Sin embargo, si el denominador se pasa al numerador y con base en las leyes de los exponentes, se 
liene: 


де = јата 


Еп la expresión resultante se identifica que la variable es: 


y——2x 


ау = —2dx 


Se observa que la diferencial de la variable dv = —2 dx completa la diferencial de la integral dx, razón 
por la que se puede aplicar directamente la fórmula 6. Pero, se observa que en la diferencial de la variable 
—2 dx sobra la constante —2, la cual, pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral, 
es decir: 


Гс 
т 2\4 2 2(4:1n4) 
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Al resolver directamente la integral 2 con la fórmula 1, resulta — | = =—#+С. 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se tiene: 





Jt E) 1 1 
de == +0 = A xc 
qu 2(4?*In4) 2(4?* In4) 


7 e*Calcula | ale! 40. 


Solución 


La integral propuesta presenta el producto de dos funciones а" y e” y que conforman el integrando. Al dife- 
renciar cualquiera de ellas se observa que ninguna completa la diferencial de la integral. 

Dado que no se tiene fórmula directa que se pueda aplicar, se hará uso de los artificios matemáticos que 
faciliten la solución de la integral. 

La integral propuesta, por medio de las leyes o propiedades de los exponentes, se transforma en: 


| ale? 40 = | (ae)? 40 


La expresión resultante se parece а la fórmula 6, donde se identifica que la variable es: 
у= 6 
dv = ад 


La diferencial de la variable dv = 40 completa la diferencial de Іа integral 40, razón por Іа que se aplica 
directamente la fórmula 6. de lo que resulta: 


y 0 0,0 
[nl ao S re- ec 
T7 w ше Inae 


| | Por las leyes o propiedades de los logaritmos, el resultado de la integral propuesta se transforma en: 
абе? ade 


пае Ina 4- Ine 


ale? ale? 


Ina 4- Ine Е Ina 4-1 





Dado que In e — 1, el resultado se expresa como: T€ 


0,0 0,0 
јаеав===—+с= == +c 
пае Ina+1 
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EJERCICIO 6 
: parando tu resultado con el que se indica. 
Escribe los números 
1. S*dy =—— + С 
| Б 3 + 
2x е?х 
2. е4 = 2 t 
а = 


з. [Ve ак="тје c 
| a? 
4. (езх + a? a - ie «ёс 
] 3 ша 


3 e? 
5. Је +С 





105° 


= С 
2In10 * 





49 1 
Wo Jr att 





ba* 
11 ba*dx = — + С 
Л ша 
et 
12. (ex? dx =— +C 
] 7 
dx 1 
13. тали... +C 
| essi gsx 


15. 


16. 


18. 


19. 


20. 


si 


22. 


23. 


24. 


25. 


|. Obtén cada una de las integrales que se proponen, aplicando las ecuaciones 6 y 7. Verifica com- 





JE) -- 2c 

e* e* 
quan? 

I a" "sec?8d0 —  — +C 
Ina 


2e +10Л +C 





Л 
Е + 
Л 


festresc?xdx = —е©=%х + С 





шаа т" +С 
binm 
4х 
I = eC 
fare aiat 
al) 
| sla? + blax = + UP ie 
21па У, 


Л see хлав хах = е: +С 


PME XM 
53 3(55 115) 





x 


fla Р: al +e Su 


2 
x x 


(===) dx = 


ДЭ —e Tl sere 


И. Encuentra el valor de cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por dife- 


renciación y en plenaria discute tus resultados. 


1. | e* dx 
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: з. Јоза 12. fpe?» 9x-n4x 
Е 4 | 
а 4. dx 13. ѕес2 хе ™ dx 
l3 ] 
: ez sen(3x2) 2 
: 5. | г ах 14. Ї ач") x cos(3x?)dx 
6. | ner dx 15. | entaosc2ax dx 
ex Зах 
— dx 
. ST в. fa 
Sx 
8. $ e3 dx 17. f a"*e"* dx 
2 : 
9. ах 18. а) (дах + b)dx 
| e? fe (Јах + b) 
10. sr 19. Је“ — e-a)? dx 
er 
y dx 20. ех — 1)? dx 
© Verifica tus resultados en la sección de respuestas. » + + + + + + + è a 0 0 è 0 è ө ө è è ө è è ө è è ь + + e 


Aplicacién de las ecuaciones 8 a la 17 del formulario general 
de integrales inmediatas elementales 


Fórmulas para integrar funciones trigonométricas directas: 


8. | senvdv=—cosv+C 

9. | cosvdv=senv+C 

10. | есуй = апу С 

11. Jesctvdv=—cotv+C 

12. | secvtanvdv=secv+C 

13. суса vdv=—escv+C 

14. | апуду = —1псозу+ C = Insecv-- C 


15. | соку = Insenv+C =—1псзсу+С 
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16. f secudv= In(secv+tanv)+C 
17. Језа = intesev со) + С = Intan7 +C 
p pee 


*Calcula | sen ах dx. 
Solución 


Con base en los pasos para integrar una función en la expresión dada se identifica a la variable у = ax que 
es el ángulo del integrando sen ax. 


Si v—ax 
ду=аах 


Se observa que la diferencial де la variable dv = аах completa la diferencial de la integral dx, razón рог 
la que se puede aplicar directamente la fórmula 8. Pero con base en el paso 3 para integrar una función, se 
observa que en la diferencial de la variable a dx sobra la constante a, la cual, pasa en forma recíproca mul- 
tiplicando al resultado de la integral, es decir: 


COS ах 


ze: Гзепахак = соак + C=- +C 
v dv a 





x 
Өег Сајсш ах. 
2 аїсша T cos, 
Solución 
La integral propuesta se asemeja a la fórmula 9, donde se identifica que la variable es: 


Pa 


| дэс 


211: |= 


Se observa que la diferencial de la variable dv = с completa la diferencial de la integral dx, razón por 
la que se puede aplicar directamente la fórmula 9. Pero, se observa que en la diferencial de la variable pe 


sobra la constante i . la cual pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral, es decir: 
2 ооа =2senž +С 
нег нэн 
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3 өө Calcula | M 
En? 





Solución 


En el ejemplo propuesto no se puede aplicar directamente ninguna de las fórmulas que hasta el momento 
se conocen. Sin embargo, mediante la aplicación de fórmulas e identidades trigonométricas se facilita la 
solución de la integral. 


Utilizando la expresión trigonométrica dl secó, la integral propuesta se transforma en: 
cos 





I ^ «сс2040 
0 


La integral resultante se parece а la fórmula 10, donde se identifica que la variable es: 


у=0 
ду = 40 


Se observa que la diferencial де la variable dv = 40 completa la diferencial де la integral 40, razón рог 
la que se aplica directamente la fórmula 10, de lo que resulta: 


Л sectodo= tan 0 4- C 
v wv 





4 өег Calcula | 1 ду 


—cosy 
Solución 
Se observa que no se puede aplicar directamente ninguna de las fórmulas que hasta el momento se conocen, 
sin embargo, se puede reducir para integrarse mediante el artificio que establece: si la expresión propuesta se 


multiplica y se divide entre una misma cantidad, ésta no se altera. Seleccionamos (1 4- cos y) para multiplicar 
y dividir la expresión propuesta, ya que se debe obtener una diferencia de cuadrados, es decir: 


1+ сову A 
fe 1+cosy 1— cos? y 
Utilizando la fórmula trigonométrica sen” y — 1 — cos” y resulta: 


SEED a, - [ED 


1- 1—cos?y sen?y 


De lo anterior, se obtiene: 








(l + cos у) dy cos y 
1 2... -| 2 2 dy 
sen” y sen” y sen” y 

1 2 
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Ahora se integra cada una de las expresiones resultantes de forma individual. 


En la integral 1 no se puede aplicar directamente ninguna de las fórmulas que hasta el momento se co- 
nocen. Sin embargo, mediante el uso de fórmulas e identidades trigonométricas se facilita la solución de 
la integral. 





Utilizando la expresión trigonométrica = csc y la integral se transforma en: 
sen y | 





| ыг = | «Зуу 


La integral resultante se parece а la fórmula 11, donde se identifica que la variable es: 


у=у 
dv = dy 


Se observa que la diferencial de la variable dv = dy completa la diferencial de la integral dy, razón por 
la que se aplica directamente la fórmula 11, de lo que resulta: 


J sehvay —-cot y-- C 
Uv ow 


v 


En la integral 2 no se puede aplicar directamente ninguna de las fórmulas que hasta el momento se co- 
nocen. Sin embargo, si el denominador se pasa al numerador y con base en las leyes de los exponentes, 
se tiene: 





gy = | ка ?ycos ydy 


sen*y 


La expresión resultante se parece a la fórmula 4 de la página 52, donde se identifica a la variable 
у = seny y al exponente п = —2, es decir: 
у — sen y 


йу = cos ydy 


Se observa que la diferencial de la variable dv — cos ydy completa la diferencial de la integral cos y dy, 
razón por la que se aplica directamente la fórmula 4, lo que resulta: 


L, 241 | 
fseny 305,4, = 809 с) Ae 1 4c 
= о FI -1 зеп у 


Utilizando la expresión trigonométrica —— = csc y el resultado se transforma en: 
sen y 
4 1 
| ха ycosydy =——— +C ——escy-- C 
sen y 
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Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se tiene que: 


f = —cot y — csc y + С = —(cot y + csc y) + C 
1— сову 


5 @e-Calcula / tan sec x? dx. 
Solución 
En el ejemplo propuesto no se puede aplicar directamente ninguna de las fórmulas que hasta el momento 


se conocen. Sin embargo, mediante la realización de la operación indicada (desarrollo del binomio al 
cuadrado), se tiene: 


| «ап х + ѕесх)ах = | tan? x + 2tan xsecx + вест х)ах 


Al aplicar directamente la fórmula 3, tenemos: 


|| бап?х 2tan хзесх + зес?х) dx = f tan?xdr+2 | tanxsecxdx | зес?хах 
| 3 3 





Ahora se integra cada una de las expresiones resultantes en forma individual. 
En la integral 1 no se puede aplicar directamente ninguna de las fórmulas que hasta el momento se cono- 
cen. Sin embargo, mediante la aplicación de fórmulas e identidades trigonométricas se facilita la solución 


de la integral. 


Utilizando la expresión trigonométrica tan" x = sec*x — 1, la integral se transforma en: 


| шхах-- | весх—ђах 


Al aplicar directamente la fórmula 3, tenemos: F (sec?x —1)dx = | sec?x dx — $ dx 


Та Љ 
Sumando la y 3, se obtiene: | ксдхах + Ј зос?хах > 2 | sec?xdx 
Еп la integral resultante, se identifica que 2 es una constante y que de acuerdo con la fórmula 2: 


2 | tanxsecx dx 
a ТУ 


La integral resultante se parece a la fórmula 10, donde se identifica que la variable es: 
v=x 
dv = dx 
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Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx, razón por 
la que se puede aplicar directamente la fórmula 10. Pero, se hace notar que la constante 2 que está fuera 
de la integral, multiplica directamente al resultado, es decir: 


2 f sec?xdx = 2tanx +C 
v d 


En la integral 19 se aplica la fórmula 1 lo que resulta: fax =-X+C. 


En la integral 2 se identifica que 2 es una constante y que de acuerdo con la fórmula 2, tenemos que: 





2 f tanzscoxdi 


La integral resultante se parece a la fórmula 12, donde se identifica que la variable es: 


их 

йу = ах 
Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx, razón por 
la que se puede aplicar directamente la fórmula 12. Pero la constante 2 que está fuera de la integral, 


multiplica directamente al resultado, es decir: 


2 | tan xsec xdx = 2secx + С 
TA 
Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, tenemos que: 


2: | саах + sec х)2ах = 2tanx — x + 2sec x + С = 2(tanx-- sec x) — x + C 


6 ®-Calcula у esc x cot xdi. 
Solución 
_ Ка integral propuesta se asemeja a la fórmula 13, donde se identifica que la variable es: 


2 
y—-x 
3 


dv = —dx 


мо | > 


Se observa que la diferencial de la variable ду = зак completa la diferencial de la integral dx, razón por 


la que se puede aplicar directamente la fórmula 13. Pero, en la diferencial de la variable Zas sobra la constante 


2 la cual, pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral. 
3 
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Es decir, 
2 
2 3csc— x 


| веб лов лек => | 00h] c-- 3 +C 
223. по 2 3 2 





v 


7 ee Calcula Ї €* tane* dx. 


Solución 
La integral propuesta se parece a la fórmula 14, donde se identifica que la variable es: 
yet 
ду = е 4х 
Se hace notar que la diferencial de la variable dv = e" dx completa la diferencial de la integral е“ dx, razón 


por la cual aplicamos directamente la fórmula 14, resultando: 


fer tanerdx= | tane: erdx = —1псове* + C=Insece* +С 
v dy 


8 e* Calcula | пао на 
send 
Solución 
En el ejemplo propuesto no se puede aplicar directamente ninguna de las fórmulas que hasta el momento se 
conocen. Sin embargo, mediante la realización de la operación indicada (división), se tiene: 


sen? + così send cos Ó cos 0 
—— —— — d0 = | — d0 40-- | d8 40 
J send Frei ы f a 
i 2 








Ahora, se integra cada una de las expresiones resultantes de forma individual. 
En la integral 1 se aplica la fórmula 1, de lo que resulta: „Гав =0+C 


En la integral 2 no se puede aplicar directamente ninguna de las fórmulas que hasta el momento se cono- 
cen. Sin embargo, mediante la aplicación de fórmulas e identidades trigonométricas se facilita la solución 
de la integral. 


Utilizando la identidad trigonométrica n = cot B, la integral se transforma en: 
sen 


Эв | согдад 
2 send 
La integral resultante se parece a la fórmula 15, donde se identifica que la variable es: 
v=0 
dv — d6 
La diferencial de la variable dv = 40 completa la diferencial de la integral 40, razón por la que se aplica 
directamente la fórmula 15. 
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Es decir, 


| 91646 =1пзепб + С 
v dv 


AI escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se tiene que: 


B ү ЕР 9 lE 
sen 


0 


9 Фе. Сасша p dx. 





sec(ax)— ја) 
а 





Solución 


Al aplicar directamente la fórmula 3, se tiene: 
ISG - | Jas = | «садас- Г | ё 
а а 
| 2 
Ahora, se integra cada una de las expresiones resultantes en forma individual. 


1. Esta integral se parece a la fórmula 16, donde se identifica que la variable es: 


ү--ах 


ду--аах 


Se observa que la diferencial de la variable dv = a dx completa la diferencial de la integral dx, razón por 
la que se puede aplicar directamente la fórmula 16. Pero, en la diferencial de la variable adx sobra la 
constante a, la cual, pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral, es decir: 


In(sec(ax) 4- tan(ax)) M 


| зес(ах)ах = ‚обвес (ax) + tan(ax))]+C = 3 


E 


2. Esta integral se parece a la fórmula 17, donde se identifica que la variable es: 


Se observa que la diferencial de la variable dv = Е completa la diferencial ас la integral dx, razón por 
la que se puede aplicar directamente la fórmula 17. Pero, en la diferencial de la variable = sobra la 
a 


1 : nà а 
constante —, la cual, pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral. 
a 
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La integral 


Esto es: 
Set) ==а и | )- EE с==а пап) Е 
а а а 2а 
Al escribir en forma unificada el resultado de cada integral, se tiene que: 


52 feste [s = lecto 3 ша 17) [сз] си с 


О Ыеп, 


хе Га) e (s = OS AA ИЛЧ (E) + 
a 


a 





EJERCICIO 7 


............................................... 


En equipo de dos personas, comprueben las siguientes integrales indefinidas, aplicando las ecua- 
ciones 8 a la 17 del formulario general de integrales inmediatas elementales. 



































dx 
| | «атхах- 8 с 12. Sr = ахас 
> cosx? 
2: | соз5хах = HC 13. | sen ax = – EC 
2x 
СИ ЭЭС аа 2х 3sen[ | 
| Л — t 14. JosJa-—22+c 
ndz Е cos(a — bx) 
4. ————— = —t +C 2 zs 
lang N an(mz) 15. | senta bx)dx ям эж +С 
5. fesczda=Imtesez—cotz)+C 16. [сада = 9999 e 
а 
20 x: Ж * 
6. sec 20 tan 2040 = 2 +C 1 «5 || јак = 2s [2c 
Г 2 е ] 2 2 2 
3 
T. | 9s dx = ке? +С 18. [eh Qaa - - 928, с 
2a 
х Ж 
8. сз = КС 19. Геч — mun c 
dz Insec3z 
Zi La 0. = +C 
9. Гоха — ајажа = + С 2 Је 3 
dy tan4 y 
SIT = +С 
10. | 5 dx — beotax үс 21. Ланд 4 + 
sen^ax a 








2. Г ад Insen 50 


= С 
tan 50 5 E 


11. Jer tanerdx= Insecer + С 
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....................................................................................................... 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


30. 


31. 


32. 


33. 


36. 


37. 


38. 


39. 


41. 


42. 
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dt Intant 


= E 
sen 21 2 È 





+€ 





a atan b0 
qe 
cos?bü b 


/ саах + сох)? ax = tanx — cot x 4-C 





сову X 
| Л dx = 2senyx +С 





1 = све х — cot x +С 
14-со8Х 


ах 
| = tanx — $есх + C 
14 senx 


| бапх—1: ax = tanx + 21псоѕх +С 





senz = 
Pr? = 24a — cosz ёр Є 





f sent шид 
14-со81 


2 
аг +C 





a — cot 
¡ESPE 
Л 
|| весх—!апх)? dx = 2tanx —secx) - x + С 
2 
secY Е юа--2ааад) - 
1+ 2tan8 2 


Ја — свег) 4 =22ImtanS -cotz +С 


| х + bsen2x)dx = Sar — bcos2x)+C 


[ERE = linfé—3cscx)+-C 
4-5с5сх 5 


Г sen mx sd Anta teosmx) g 


п + cos mx 
Atan(mx)+ зестх) _ 
т 


|| вес(тх) + tan(mx)) dx = tE 





5 
Г) == poe +С 
b b a 


ПК; = «| ао . << -2Insen(5) +C 





2 
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così 


sen2x 
1+ cox 


sen2x 
1 + sen?x 


sen?x 





1—cosx 


Bibliotechnia - 


_ 2\/ +3sen@ ыр 





: 43. 47. 
х Ias 3 

. 3 

x 2451 F 2 48. 
: ‚ [те Sun: , _2(2+5шап2)2 | 

5 15 

: 49. 
48. Нийт 

. b 

: 46. | сзстхсотхах AE pe 50. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


5. J es (e*)cos(e*)dx 








tan? /t 
6. dt 
FI 
Ч. | хзесх? ах 
25 
8. 2-7? 
l+coty ^ 


9. [sese 


10. J= TEES. 


COS X 


cos?x 


"E Iis 


12. cos(2x) 


© Verifica tus resultados en la sección de respuestas.» .. ........ 
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18. 


19. 


20. 


21: 


le n? 10 


23. 


24. 
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UNIDAD ] 
la integral 


3д 


Je хап хах == +С 





Л ёсхсовхах = 46 


(cosx + 1) 
senx--x 


dx = In(senx + x) +С 


dx = 241 4-tanx +С 
EE » 


Il. Encuentra el valor de cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por dife- 
renciación y en plenaria discute tus resultados. 


1. Ї cotzIn(sen(z))dz 


[senal +2 cos(22) dz 


_Глаптх зос?тх ax 
| sec ?3x dx 


| sec2xtan2xax 


зес?ах 
tanax 

d 
1-- sec(a0) 


| e'n*sec?mx dx 
f elsnarcos ax dx 


| sen*2axcos2axdx 
dx 


per 


1— зеп— 
2 


| соз‹ах), + азеп (ах) dx 





sen2x 
| —sen?x 
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Aplicación de las ecuaciones 18 a la 24 del formulario general 
de integrales inmediatas elementales 


Fórmulas para integrar expresiones de segundo grado de dos términos: 


18. | E 
a 














v+a а 
dv 1 у-а 
19. |Г------4 +С 
Уря 2а |у+а 
dv 1 ау 
19а. | — =— і С 
ё Pas 2a pw T 








v 
= arcsen — + C 


Ї dv 
У Ма у? а 
ду 1 у 
Sra lec 
и? +a? 
2 
23: ЈМаз—узау 7 Маг + aresent + C 
a 
2 
24. fit Pta e npe e [ec 


20 


22 





EJEMPLOS 


dt 
Фо. Calcula Iu 
Solución 
Con base en los pasos para integrar una función, se identifica en la expresión dada que: 
y = g*—]16 
у-1 4-4 
dv=dt 


Se observa que la diferencial de la variable dv = dt completa la diferencial de la integral dt, razón por la 
que se puede aplicar directamente la fórmula 18, es decir: 





!: | № t 
An A гс 
16+1 4 4 4 
= on 
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„Calcula f X 


2x2 —n? 


2 e. 
Solución 
La integral propuesta se asemeja a la fórmula 19, donde se identifica que: 


a? 


= т2х2 а? = п? 
v—mx а=п 


ау = тах 


Se observa que la diferencial de la variable dv = тах completa la diferencial de la integral ах, razón 
por la que se puede aplicar directamente la fórmula 19. Pero, en la diferencial de la variable mdx sobra la 
constante т, la cual, pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral, es decir: 


ял 
2n 








4. 
fi 
mx? n° т 
- Ш 














mx+n — 2mn 





54: 
3 өг Сасша lex 
Solución 


En la integral propuesta se identifica que 5 es una constante y que de acuerdo con la fórmula 2, se tiene: 


(532 (2-3 Ires TE um Sr 


La integral resultante se parece a la fórmula 19a, donde se identifica que: 


! y? =(2—3)? а:=9 
v=(2-3 а=3 
dv = dz 


Se observa que la diferencial de la variable dv — dz completa la diferencial de la integral dz, razón por 
la que se puede aplicar directamente la fórmula 19a, es decir: 


dy 


— 


Sre а. 356-9 +03 
bo! "13-(:-3) 








Le 
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4 esCalcula | E odi 
X7 — sen? 
Solución 


La integral propuesta se asemeja a la fórmula 20, donde se identifica que: 


2 


v? =ѕеп0 q?—7 


у = ѕепб a 
dy = così 40 


Se observa que la diferencial de la variable dv = cos 0 40 completa la diferencial de la integral cos 040, 
razón por la que se puede aplicar directamente la fórmula 20, es decir: 


л [-к=== сой 40 = а = s 
ил наг Л 
ах 
5 @e-Calcula | «ao 
IN xt — 


Solución 


La integral propuesta se asemeja a la fórmula 21, donde se identifica que: 


у => 2: =9 
v=x? a=3 
dv=2xdx 


Se observa que la variable resultante у = x°, no coincide con lo establecido en la fórmula 21. Para que la 
integral propuesta satisfaga la condición de la fórmula será necesario multiplicar y dividir la expresión entre 
una misma cantidad, siendo para este caso x, es decir: 


SO AS 


Ahora, se observa que la diferencial de la variable dv — 2xdx completa la diferencial de la integral 
xdx, razón por la que se puede aplicar directamente la fórmula 21. Pero, se hace notar que en la diferencial 
de la variable 2xdx sobra la constante 2, la cual, pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la 
integral, es decir: 


dy 
w- AES 2 2 

SEG Mese] С = Danses c 
x? 213 3 6 3 
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La integral 


6 es-Calcula | m 
Solución 
La integral propuesta se asemeja a la fórmula 22, donde se identifica que: 
=й e A 
у-432 а= 4/5 
dv = 24 32 dz 


Se observa que la diferencial de la variable dv — 24 3z dz completa la diferencial de la integral z dz, razón 


por la que se puede aplicar directamente la fórmula 22. Pero, en la diferencial de la variable 2/32 dz sobra la 
constante 24/3, la cual, pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral, es decir: 


ш| За + 32 +5|+С 


1 
Er ms AR 
7 Ф. Саісша | T 

Solución 


En la integral propuesta se identifica que 2 es una constante y que de acuerdo con la fórmula 2, se tiene: 


FI 2e*dx =2[-®= 
[е2х — 2-1 
La integral resultante se parece a la fórmula 22, donde se identifica que: 


y?=e* д? =l 
v=e ш] 
dv = e*dx 


Se observa que la diferencial de la variable dv = e* dx completa la diferencial de la integral е“ х, razón 
por la que se puede aplicar directamente la fórmula 22, es decir: 


[A = айлын 
ех E 
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2 
8 өе-Сасша [ 1 dx. 


Solución 


La integral propuesta se puede resolver directamente aplicando la fórmula 23. También se puede resolver 
aplicando el proceso de la sustracción de números racionales, es decir: 





4 MF 


|| ita f acl [Va 


En la integral resultante, donde se aplica directamente la fórmula 2 se identifica que: 


v=x a=4 
у==: 44-02 
dv = dx 


Se observa la diferencial de la variable dv — dx completa la diferencial de la integral dx, razón por la 
que se puede aplicar directamente la fórmula 23, es decir: 


1 226 х | x? х 
и. = | v4-x2dx=—,[1-— +агсвеп— + С 
A 23 + 4 2 


9 ө»-Саїсша | 8-33? dx. 
Solución 
La integral del ejemplo se parece a la fórmula 24, donde se identifica que: 


| у? =3х? а?=8 
у=УЗх а=\8 
dy = УЗах 


Se observa que la diferencial de la variable dv — 43 dx completa la diferencial de la integral dx, razón 
por la que se puede aplicar directamente la fórmula 24. Pero, en la diferencial de la variable УЗ dx sobra la 
constante 43, la cual pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral, es decir: 


a [VETE ах E ЈЕ Заз + Gem] Их 6352] +С 
Зоо» Y 43 
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10 өе-Саїсша f (2х—1)2— 


Solución 
La integral del ejemplo se parece a la fórmula 24, donde se identifica que: 
у: —(Qx-1? a?—9 
у= (2x- 1) = 3 
dv = 2 dx 


Se observa que la diferencial de la variable dv = 2 dx completa la diferencial de la integral dx, razón por la 
que se puede aplicar directamente la fórmula 24. Pero, en la diferencial de la variable 2 dx sobra la constante 
2, la cual, pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral, es decir: 


л Јох 1? 94: -22D axi -9 -үм(2х- D+ (2x1? -9|+C 
y qua 





EJERCICIO 8 


1, En equipo, comprueben las siguientes integrales indefinidas, aplicando las ecuaciones 18 a la 24 
del formulario general de integrales inmediatas elementales. 





Escribe los nümeros dx 1 х 
шинийн 1. [mmc 
vigens 
dx 1,(х-3 
Competencias De ———— = — |n C 
disciplinares Бе 6 lh 
Si — | С 
Ia 
4 $ A (+ 8 —25)+С 
" IX 


ее 
> 416х2-25 40 14x+5 


1 | 


I-——-——— — 14% 
Ji —92 24 14-3x 
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15. 


17. 


20. 


> 


21. 
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MS => arcsen +C 

J4— SE 

f dv 1 5--у 
Più 
4—(у+32 4 |—(у+1) 

1 3-4х 

ME. | С 
9-16х2 24 E 





11 11 T 
eni È 
lv ју ГЭ 


х 1 1 5 
Jue gems +С 


0 1 (02-2 
— dii ај Lue 
Saz Pe] 


2x 


les +5 =“ c" Me 











Sagl nee 82—16) +С 
Јо ме + 1+е?*)+С 
Дзю“ "== Tec 
ED 
fsa = занава +C 

Лето ашк Е Ме 


fr 1 аа вес 
а 


1+а212 
5ех 5, |1+е 
ift cs PE 
1—е2х 2 UE 
94 
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24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 
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La integral 


/-в=кт®- 3 Fares ee +С 





tanx 
FIF 
Г 1х а |С 
4982-1 3 


Ї ах 1 Зх 
—— —— =—агс!ап—-+С 
9х 


M E ¡FA 
[== 7 Inlax- a?x?—c?^|4-C 
¡RA 5|+С 

4х 
[== TU = zin[sz-- 252 — 4|+C 


SEG = ја +а)+ у тата +с 
b+(x+a) 

fa х2 dx = з= x? + 2aresen=+C 

| 05 9х ас= 225498 + Елајза (5598 +С 
Jia Za pie x 7 42 Zarcsenz T€ 

| 52-3 3dx— 7 5i! — + Јама + уб - 3| +С 


SES код 02458) 


3 8 
43—8x? dx = Х 43—8x? + —c-arcsen, |-x + C 
] Z 442 3 
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39. 


41. 


42. 


43. 


45. 


............................................................................................ ...).)... . ж |^» 9 


ciación. 
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2 
[mar SEO т (яр 4 швеи +c 
2 2 т 
| /09-19 440-222 (20-18 —4 - 2m|o9— 0-29 15 4| +0 
fio ее += aresen + С 
J VE соко senidi — — 977 Ja + cos? —2In|cost + J/4 + cost |+ С 
2 
| УЗ – зи budu Te +443 acsen ud 3€ 


У Ta de T 54 x5 „= S (лз + 5 26)4+С 


J сойх esctxdx =- m = cot?x aos 2) 





| 6-4 dt — —6 — 412 ей +С 





Јох v = 2 Qx-- D? +1 e qnos exe +1|+С 


[48676739 а= 92 56-39 m m 





-3 
+C 
=] 


II. Encuentra el valor de cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados рог diferen- 


COS X 4x? 
=й 4. ag 
sen?x +4 e 

[ dx 5. FEES DICOSI ,. 
ху9 + In?x У5еп?х +9 
2. 
NE Osxsenx |, 6. Ї = х 
ycosix +9 cotóx +9 
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2 15. 


è 16. 


= 19. 


10. 


11. 


12. 


14. 


17. 


18. 


20. 


21. 


22. 


5 
fel 


IE ax 


4x 
1—4x* 





Irog” 
3 
Te 
p cosx 
49- > 
3 
SE 
sen?x 
a? 
¡Hs x 


dx 
БӨ +9 





— dx 
] xy In3x + 8 


сѕс2х 
4+cot?x 


q 
6+0 6) 
FS 
Гу -idy 
Ген? —24 
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31. 


32. 


33. 


35. 
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| 73 —1048 
[ 1-58 аш 
| Меоз ах +4 sen 3xdx 
| Мах? — с? ax 
Jara 
gu 
| ie хах 
| Ye» -7ax 
n 

4 
[5932 ах 
| 8-зх ax 
|| /зөв Q3) 4-9 сов(дхудх 
| Меоз (2) +16 зеп(2х)ах 
| 48-0х-18 ах 
| У4-92 а 


| 55e + За 


9/10 


14/2/2017 


1 UNIDAD 


CÁLCULO INTEGRAL 


: 39. ў \25— х5 x!dx 
dt 
Js 41? —9 
dx 
ын less 


©) Verifica tus resultados en la sección de respuestas.» • • .... 
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Autoevaluación 





1. Determina el volumen aproximado de una concha esférica cuyo radio interno es de 8 cm y 
su grosor es de 0.2865 cm. 


2. Encuentra el área de la región limitada por la curva y = e' *‘, entre x = —6 y x= 2, conside- 
rando: 
a) Rectángulos inscritos. 
b) Rectángulos circunscritos. 


3. Encuentra el valor promedio de la función f definida por f(x) = Зх? + 5х? + 2x en el intervalo 
cerrado [—2,1]. 
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4. Encuentra el área de la región acotada por la curva y = ух — 9. у las rectas dadas por el eje x; 
x = 10 y = 16. Construye una gráfica mostrando la región y un rectángulo. Expresa la 
medida del área como el límite de una suma de Riemann y después como integral definida. 


5. Encuentra el valor de cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por 
diferenciación. 


a) f sen2x cos? 2xdx 


b) feta 


с) | soc? 2x 


d) | Мо: + 2): —25ах 
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Evaluación diagnóstica 





1. ¿En qué consiste el método de sustitución algebraica para resolver integrales indefinidas? 


2. ¿Cuándo puede aplicarse el método de sustitución trigonométrica a la solución de integrales 
indefinidas? 


3. Escribe la fórmula para realizar la integración por partes de una integral indefinida. 


4. Indica a qué tipo de funciones puede aplicarse el método de integración por partes. 


5. ¿A qué se le conoce como integración por racionalización? 
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Métodos de integración 


Propósito de la unidad 


Que el estudiante: 


Conozca los métodos para la solución de 
integrales indefinidas, reducibles a inme- 
diatas, por sustitución algebraica. 

Utilice el cambio de variable para la solu- 
ción de integrales indefinidas, reducibles a 
inmediatas, por sustitución trigonométrica. 
Aplique los diferentes casos de la inte- 
gración por partes para la solución de in- 
tegrales indefinidas. 

Aplique el método de integración de fun- 
ciones racionales por fracciones parciales 
para la solución de integrales indefinidas. 
Aplique el método por sustitución de una 
nueva variable para la solución de integrales 


Competencias disciplinares 


1. 


Construye e interpreta modelos determinis- 
tas mediante la aplicación de problemas 
algebraicos y geométricos para la com- 
prensión y análisis de situaciones reales о 
formales. 

Propone, formula, define y resuelve dife- 
rentes tipos de problemas matemáticos, 
aplicando diferentes enfoques. 
Argumenta la solución obtenida de un 
problema, con métodos numéricos, gráfi- 
cos y analíticos, mediante lenguaje verbal 
y matemático. 

Interpreta tablas, gráficos, mapas, textos con 
símbolos matemáticos y científicos. 


indefinidas. 


¿Contenidos que aborda la unidad 


Solución de integrales indefinidas, reducibles a inmediatas, por sustitución alge- 
braica 

Solución de integrales indefinidas, reducibles a inmediatas, por sustitución trigo- 
nométrica 

Solución de integrales indefinidas por el método de integración por partes en sus 
diferentes casos 

Solución de integrales indefinidas por el método de integración de funciones 
racionales por fracciones parciales 

Solución de integrales indefinidas por el método de integración por sustitución 
de una nueva variable (método de integración por racionalización) 





E d 
m 

e Contenidos 

È м 
=> conceptuales 

наро 
# p 

/ Contenidos 


procedimentales 


Comprenderá los diferentes métodos para la solución de integrales indefinidas. 
Identificará el método apropiado para la solución de una integral indefinida. 
Utilizará el caso apropiado de los diversos métodos para determinar la solución 
de una integral indefinida. 

Resolyerá problemas utilizando los métodos para la solución de integrales in- 
definidas. 





Contenidos 
actitudinales 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 


Colaborará con sus compañeros al resolver problemas. 

Respeto al trabajar en clase. 

Aprenderá a valorar el trabajo de sus compañeros al resolver problemas. 
Contribuirá con ideas de manera crítica y acciones responsables a la hora de 
trabajar en equipo. 
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Solución de integrales indefinidas, reducibles a inmediatas, 
por sustitución algebraica 


Las integrales que contienen expresiones del tipo ах? + bx + c o ах + bx, pueden integrarse fácilmente 
aplicando alguno de los siguientes métodos: 


Primer método 


Una integral que contiene una expresión cuadrática de tres términos ал? + bx + c o de dos términos ах? + bx, 
puede reducirse a otra con expresiones de alguna de las formas v^ + a? o a? — v? completando un trinomio 
cuadrado perfecto (sustitución algebraica) que se representa por TCP. 








EJEMPLOS 
2 „=> 


E 
1 €*-Encuentra fo 
x? — Ax +13 


Solución 
En la integral propuesta, se identifica que la expresión x°— 4x + 13 es de la forma ах? + bx + с. Completando 


el cuadrado en x^ — 4x + 13, tenemos: 
x? — Ах +13= x? — Ax +4 4-9, es decir: 
— 


p 


x? — 4x -13— (x 2) +9 


dx, 

De lo anterior resulta: | in = ў я 
ж — 3. a — 

— ^ 2 


y 


Aplicando la fórmula 18, se tiene que: v? —(x-2? а? =9 
у=(х—2) а=3 





dieci 
тэ de 1 (х-2) 
— E +С 
ba Ll РА 
2 Ф»: Encuentra Т V 
| e До = 


Solución 


En la integral propuesta, se identifica que la expresión Зх — x^ — 2 ordenada –х + Зх — 2 tiene la forma 
ах” + bx + c. Completando el cuadrado еп —х? + 3x — 2, tenemos: 
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2 2 
0431-21 5) +11 (1-5 


4 2 
de 
De lo anterior resulta: | VA — 
x—x*— 
ГЕ 
È == 


2 
Aplicando la fórmula 19a, se tiene que: v? = È -3 й 


ЈЕ [3 2 кс-н 
F9 1 63 





Ic 


З ee Encuentra | 
Solución 


En la integral propuesta el coeficiente numérico del término 3x° no es cuadrado perfecto, por lo que se 
recomienda su transformación. Para lograrlo, sólo es necesario multiplicar y dividir la expresión integral por 
una misma cantidad, que por lo general, es el mismo coeficiente numérico, es decir: 


dx 
ШЗ —2x+44 


dx 
na 2x+4 р |I 6x +12 Sij T T 


De la integral resultante, se identifica que la expresión 9х — 6x + 12 es de la forma ах? + bx + с. Com- 
pletando el cuadrado en 9x° — 6x + 12, tenemos: 


9x? —6х+12 = de vt ii es decir: 
9x? PTS 


De lo anterior resulta: — УЗ || ——À 43 | o A ___ 
49x? — 6x +12 (3x—D? +11 


Aplicando la fórmula 22, se tiene que: у? —(3x-1? 27-11 


v—(3x- 1) а=Јп 
ау = Зах 


dx dx 43 
8 Ще ов ас 
= “iti 3 al кен i | 
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4 ®°-Encuentra J£ > = 
3t —2t 


Solución 
En la integral propuesta, la expresión 31 = 21° ordenada 21? + 31 tiene la forma ax” + bx. También, el 
coeficiente numérico del término —27, no es cuadrado perfecto, por lo que se recomienda su transformación. 


Para lograrlo, sólo es necesario multiplicar y dividir la expresión integral por una misma cantidad, que por 
lo general, es el mismo coeficiente numérico, es decir: 











E |- fl аг 
3r — = 6t— rm 61-41? 
Completando el cuadrado en la expresión ordenada —4f + 6t, se tiene: 


—412 + 6t = -е — 6t e). es decir: 


зр 9 9 i 
At? кв 3-3 +22 far] 
2) 4 4 


De lo anterior resulta: 


dt dt 
21------21------- 
- 2 








2 
Aplicando la fórmula 19а, se tiene que: — v? —|2t 3 а? = : 
”-Ї -3| p2 
2 2 
ду = 2 dt 
3 3 
= n Se 
_2| 1 2 | >] Ж 21 
1 э зр 205] 3 | Eara jm Se 
ЦЭГ Ж) 2) 12 2 


о» Encuentra ПЕЕ + 2х +5 ах. 
Solución 


En la integral propuesta, se identifica que la expresión x^ + 2х + 5 es de la forma ax” + bx + с. Completando 
el cuadrado en x^ + 2x + 5, tenemos: 


х +2x+5=x2 +2х+1 + 4, es decir: 
TP — 
х2 +2х+5=(х+1)? +4 


De lo anterior resulta: [A9 +2х+5ах= | Jo? +4 dx 
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Aplicando la fórmula 24, tenemos que: у> = (х+1)2  а2=4 
v=(x+1) a 
dv= dx 


л TEST: a 879 у ак 5 421n[oc-- 0-4: +2х+5|+С 


б 0*-Encuentra | JAx — x? ах. 
Solución 


En la integral propuesta, se identifica que la expresión 4x — x? ordenada —x° + 4x tiene la forma ах? + bx. 
Completando el cuadrado en 7 + 4x, tenemos: 


(—х? + 4х) = (2 — 4x+4)+4, es decir: 


I 
N 


Er 4-4x) = (х2) +4=4-(1-2Y 


De lo anterior resulta: | JAx — x? dx — 4 4-(х-2) ах 


Aplicando la fórmula 23, se tiene que: — y? — (x — 2)? а: =4 
у=(х—2) а=2 
ду = dx 


| a fara + 2aresen 2 + С 





Segundo método 


Cuando el integrando es una fracción cuyo numerador es una expresión de primer grado y el denominador 
de segundo grado o raíz de ella, la integral puede reducirse a una integral inmediata, tal y como se explica 
a continuación. 





EJEMPLOS 


"Encuentra | Зах, 
х? +4 
Solución 
Multiplicando el numerador de la integral por dx, resulta: 


(x+3)dx = eeu 3dx 
Eory х +4 
Aplicando directamente la fórmula 3, tenemos: 


dx + Зах ах » dx 
ЕЕ 


! 2 
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Ahora integremos cada una de las integrales resultantes en forma individual. 


De la integral 1 se identifica que: v=x +4 
dv — 2x dx 
Se observa que la diferencial de la variable dv — 2x dx completa la diferencial de la integral x dx, razón por 


la que se puede aplicar directamente la fórmula 5. Pero, en la diferencial de la variable 2x dx sobra la 
constante 2, la cual, pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral, es decir: 





хах | 2 
IRI = ina? 44) +С 
De la integral 2 se identifica que: у =х2 7-4 
v=x a=2 
dv — dx 


Se observa que la diferencial de la variable dv — dx completa la diferencial de la integral dx, razón por 
la que se puede aplicar directamente la fórmula 18, es decir: 








dx 1 x 3 x 
3 ——=3j-arctan-|+C=-—arctan-+C 
| Па Ци аш Ч 
AI escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se tiene: 
(x+3)dx 1 


5 In(x? +4) + Заваан + С 





х2 +4 


(3x —2)dx 


Jl6—x2 ` 


2 @e-Encuentra fi 
Solucién 
Multiplicando el numerador de la integral por dx resulta: 

p n f 3xdx—2dx 
J16— x? У16—х2 


Aplicando directamente la fórmula 3, tenemos: 


pua xdx af dx 
\16—х? 416— x? 416— x2 


1 2 











Ahora, se integra cada una de las expresiones resultantes en forma individual. 


En la integral 1, el denominador se pasa de la forma radical a la forma exponencial. Por último, se pasa 
al numerador y con base en las leyes de los exponentes, se tiene: 


dx xdx + 
3| = | — -3f 06-2) 2xdx 
46-12 3 
16 —х (16—28 
En la integral resultante se identifica que: v=16-? n= 4 
dv = —2x dx 





108 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 10/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


UNIDAD 2 
Métodos de integración 


Aplicando la fórmula 4, se tiene: 


3fa6- х2) 2 indi alas" 40--316-2-0 


== 
2 
De la integral 2 se identifica que: у — x? 47-16 
y: а=4 
dv = dx 


Aplicando la fórmula 20, se tiene: 


-2 —2 агсѕе C 
Iz "o. 04+ 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se tiene: 


(3x—2)dx х № 
=—3у/16—х? — - =—|3/16—х2 + E 
Г ужи 3416— x каша E 3416-х zm" +C 


З @e-Encuentra T (х + 3)dx 


J6x -x 
Solución 


Cuando la integral propuesta contenga en el denominador una expresión de la forma ах“ + bx + с, ах? + bx 
O la raíz de ella, se recomienda primero tomar como variable a dicha expresión, es decir: 


v—6x—x? 
dy = (6 — 2x)dx 
ау = —2(x —3)dx 


En el numerador de la integral, se debe tener (x — 3) dx para completar el diferencial de la variable, es decir: 
(x+3)dx _ p(x-3434+3)dx ү(х-3-406)4х 


| Мбх х2 _ убх x? убх 2х? 
| Aplicando directamente Іа fórmula 3, tenemos: 


(х— ин г-ын = 


e LS 
J6x— x? J6x— x? 


ms 2 


Ahora, se integra cada una de las expresiones resultantes en forma individual. 


J6x—x? я? 





La integral 1 puede reducirse como la fórmula 4, es decir: 


р 
uw И | 6x» 36-34 
6x— x? 
En esta integral se identifica que: — v —6x— x? n= 3 
dy — (6 — 2x)dx 
ду = —2(х — 3)dx 
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De tal forma que: 


1|(бх--х2) z" 
fer x1) TA Эт Hae 
алд 
2 


De la integral 2 se identifica que la expresión 6x — х? ordenada —x^ + 6x tiene la forma ах“ + bx. 
Completando el cuadrado para —x° + bx, tenemos: 
—-r6x— 22 +6x +9, es decir: 
SR — 
-—x2+4+6x=-(x-3)+9=9-(x—3)? 


dx dx 
De lo anterior resulta: 6[-———=6[-———— 
Imc ==. 
Aplicando la fórmula 20, se tiene:  v?=(x-3? a? —9 
v=(x— 3) a=3 
dv= dx 
arcsen 4 — 3) 





+С 


De tal forma que: УН гн = | багсзеп 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se tiene: 


ADA — [-Е (х-3) 
————— = {бх — x? + 6arcsen — — + C 
Гега 3 


(3x + 2)dx 


4 ®°- Encuentra . 
19— 5х + x? 


Solución 


Al tomar la expresión de segundo grado como variable, tenemos: 


у-19-5х-х2 
ду--(-5--2х)4х 
025-5) 
2 


En el numerador de la integral se debe tener E - 2) dx para completar la diferencial de la variable, es decir: 








А 2 5 5 2.5 
Sc 3|х-2 
(3+2) _ +3 Md ERE RE 
19—5х + x? 19-5х-нх2 19—5x 4-2 
Aplicando directamente la fórmula 3, tenemos: 
d. 243 
= ах 
[сны ar а epa 
19—5x x? da 5227 з 2)J 19-Sx+x? 
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Solución 
En esta integral se observa que el coeficiente numérico del término 27, no es cuadrado perfecto, por lo que 


se recomienda su transformación. Para lograrlo sólo es necesario multiplicar y dividir la expresión integral 
por una misma cantidad, que por lo general, es el mismo coeficiente numérico, es decir: 


Bibliotechnia - 


UNIDAD 2 
Métodos de integración 


Ahora, se integra cada una de las expresiones resultantes en forma individual. 
De la integral 1 se identifica que: у=19—5Х + х2 
ду = (—5x + 2x)dx 


0-2-3) 
2 


x— ze 
Aplicando la fórmula 5, resulta: 3 | | 5Ind9— 5x--x?)4-C 


419- Seo 


En la integral 2 se identifica que la expresión 19 — 5х + x^ ordenada x^ — 5х + 19 tiene la forma ал? + bx + c. 
Completando el cuadrado en x^ — 5х + 19, se tiene: 


хх se eT es decir: 


2 
ME 423 
2 
=> 


dx 
3 4 
1 


2 
3 FE- 


De lo anterior se tiene: 403 


t^ tul 


Aplicando la fórmula 18, se tiene: у> = | = 


De tal forma que: 
>) 19 (2х—5) 
— | = = —|——-arctan2——— | + С = —arctan 
2 -n 2 | /51 451 451 451 
2 2 


_5 
19 ах 19| 1 4 








Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se tiene: 


pese. (3х+2)ах _ 19 (2х— 5) 


=5109- Sx+x?)+—-=arctan —— + С 
J/19— 5x4 x? 451 451 


(2:--7) 
2/2--21-1 


Qt 4- 7) dt Ck Р ма 
2242112 41244142 
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Tomando la expresión de segundo grado como variable, tenemos: у= 41? +41+2 
ау = (8t 4- 4)а 
ду = 241 4- 2)dt 
En el numerador de la integral para completar la diferencial de la variable se debe tener (41 + 2)dt, es 
decir: 
(41414) 8 p(414+2+12)dt 
41244142 4 41244142 
Aplicando directamente la fórmula 3, se Пепе: 


(41+2+12)dt гр (41+2)dt di 
42+4+2 3444142 4 444142 


r————66 rr» P m——_—_——_—_—_—_—_—_—_€ 


i 3 
Ahora, se integra cada una de las expresiones resultantes en forma individual. 
En la integral 1 se identifica que: у= 412 44142 


dv = (8t 4- 4)dt 
dy = 2(At 4- 2)dt 


Aplicando la fórmula 5, resulta: БИЛЭГ, = 


MLALI Zae 4414-2)-С 


En la integral 2 se identifica que la expresión 42 + 41 + 2 es de la forma ах? + bx + с. Completando el 
cuadrado en 42 + 4t + 2, se tiene: 


At? 4414 2= 41? + 41 +1+1, esdecir: 
ТСР 
402 +41+2=(21+1)+1 


. . dt di 
De lo anterior resulta: 12 | 1244:42. 2| Q1? +1 


Aplicando la fórmula 18, se tiene: v?=(2141? 27-11 
v=(21+1) a=1 





| dv=2dt 
De tal forma que: 
dt 1211 219 
12 | === —|-arct С = 6arctan (21 + 1) + С 
la > arcam гг GERE: 


AI escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se tiene: 


(Qt +7) dt 


3815601 ч +41 + 2) + 6arctan (2t +1) +- С 
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EJERCICIO 9 
° 1. En equipos de dos personas, comprueben las siguientes integrales indefinidas, reducibles a inme- 
: diatas, рог sustitución algebraica. 


Escribe los números 























| d dx (x +1) 
correspondientes „>= 
- 1. Sr ч" +C 
dx 1 (х—1) 
: 2. — —— ——. = —arctan +C 
qe az 2 2 
== 
ах 1, (х--5 
4. 2-10 + 
lara 6 11-х 
dx 1, (х—7 
8. d Ла HE 
le 6 n ы 
ах (x+1) 
6. —— = arcsen +C 
les 45 
dx 1, (x—5 
7. —— = —|n| —— |+ € 
laea 4 " -—u 
dx 1, (3+x 
. —— =] С 
3 faz 8 22» 
ах 1, (х-5 
9. ————— —— = —|n| —— + C 
añ 2 {== * 
10. a | : рс 
2at--? 2a \ї+2а 
dy 2 2y+1 
11. ———— = ——-arctan| ——— |+ C 
1+у+у? 127 43 | 


12. SE fx -0+ 10-4х-44х2| -С 
10—44 2 


13. Гея яя ыг 
14. ¡Aeon 
15. fl e 
16. Гуин ore] 
17. ¡AR nl 


.................................................................................... 
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. 20. 


. 31. 


с 32. 


19. 


21. 


26. 


27. 


28. 


35: 


Bibliotechnia - 


8. aan” = [00+ + 497405 5|-С 
en: gines 0+ 2x+4]+C 
= 
Г 5а FI] с 
+ 2и и 


INES rcr = ак – ба arie 
J[ 95-36 аз = ED д гт ра 1-28 





(ве -2) 9:7 Зх? — нс 
NES e =ї2х+7-у[Ох—3)+з# —12х+ 7|+С 
ans E 
B- Tin 
M cun 3х- 
pr Фран i? +12х+8|+С 


+С 





(3-3) 9х2 —3x — 
2 








iaa fisica Dan ду +C 








(4x+1) 9 4x +41 
J1—x-2x? dx = ч: —£-2€3*-  —— C 
f x—2x 8/7 x ie B |+ 
1 


© 
С 
|! 








3-22-2 


[59x-24-8 





ira 9 24-2x— x? Е ив ec 








[4 5-2:- d 87 5-2. +2arcsen|* 


| 
C 
2 


f хахах = 832 SE ax + [ocn e i! 2x] c 





(4t —3) 9 ES] 
М3: — 2? dt = TE + Se ——1+С 
үз 8/2 Li" vene 3 + 


| oa ya? — 9+2Inl(x+ Vx? — 9)-С 


4х2-9 Е 

(2х+ Ddx 

a — 2a] X* 4-1 44h х+ 2 +1)+C 
] \/х? 41 l 

(31—14 | 3 Mi; i з 

3939 B n(3r +9) тааап + С 
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36. 


37. 


38. 


39. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


№ 


o 
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(7x — 2)dx 

(x _ 7 AA — ша +С 
1+5 10 шад 45 даж 
a га Lam (16—45?) + 
16-42 812 (4-2 





(x+5)dx 
fan =2\/х? +2х+ 5 + Ап [с + D4- 2 +2х+5]+С 


(2—х)ах Lise 3$. dd 
Wm o fa ах з. оох) —4Х—3]+ С 
аа 4 4 | | 

















(3x —4)dx : 
-1-41-6х- 93 +2 (3х--1)-41-6х-9х21--С 

x m od — | | 
EID nf 2 | ¿max .2)+0 

Ax—x* 4-х) 2 

хах 1 З+х] 1 

E | --11(27--6х-х2)-С 

274 6x xi Te ge 

(3t -- 2) dt 19 2x—5 
е St^) t4 —R маан [ FE 

19— 51 +r? 451 451 

(8x — 3)dx БЕ 

„ОЗЕР —18(12х— 4х2 —5)--C 
a а 77 EH 


(1+2)dx__ = Е i 
D 6x 5 + 5Inlx 3) x? —6x+5]+C 


Il. Encuentra cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por diferenciación y 
en plenaria discute tus resultados. 


dx dx dx 
2x? + 2х 41 * a a ln 
fs 8. fa 14. [Il 
Jo +х+1 i3—2€:-3 Узх2 — Ax +3 
dx dx dx 
sarta %. to a j 
4х? —12х+7 ПЕ Ке са 
ах dx 
o i fn 16. [y5-4x-x? dx 
olona Faz ] 
ах dx 
LA * 32207 ал . TT == 2 
PEE è lac 17. | У28-12х-хїах 
ах dx 
e 12. |- 18. [/9х?—12х+8ах 
Гея rm Fer 
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21. 


22. 


25. 


© Verifica tus resultados en la sección de respuestas. • + ...... 


20. 


Bibliotechnia - 


[AFA ж [Era 


F 
] 
] 
$ 
] 


va +x+1 
y30+10z+2z? dx Г — x)dx 


27 
J204-8y — y! dx 


5 
44-32 


(2х + 3)dx 


28. 
2 
pa + Tx dx 14+4x+5x 
29 (Зх— 5) dx 
Vx? + 6x? + 5 dx ` 3x? +4x +1 
(x+1)dx зо. | к—7)х 
152 -8х--25 va? +8x+3 
(10x— 3)dx 31 y (x—4)dx 
4+25x? : (је —5x--3 


32. 


33. 


36. 


(2х—7)ах 
5х2 +3 


(x+3)dx 


ia=@ 


(х-2)4х 
2х2--6х--5 


(x+1)dx 
Зх? +2x+1 


ЈМ ах зах 


Solución de integrales indefinidas, reducibles а inmediatas, 
por sustitución trigonométrica 


Para resolver integrales indefinidas que contengan un radical de la forma va? —u? o Yu? Е а? y que son 
reducibles a integrales inmediatas por sustitución trigonométrica, se recomienda efectuar un cambio de 


variable, ya que es el método más corto para integrar tales expresiones. 


El cambio de la variable se realiza 


1. Cuando se tiene Ya? —u? se hace и = a senz. 


2. Cuando se tiene yu? + a? se hace u = a tan z. 


3. Cuando se tiene vu? — a? se hace и = а secz. 


integrales inmediatas. 


. Ur ий US mue o 
Es importante notar que l. Ya? —a^sen^z = ay | —sen*z = a cosz 
en cada caso el signo radical 2. Ja? + a?tan?z = амј1 + tan?z = asecz 
desaparece, es decir: 3. Ja?sec?z — a? = ad sec?z —1 = a tanz. 
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p» 
E *Encuentra Le 

(5-х2)2 

Solución 

De la integral propuesta, tenemos que: ш2 =х2 а? – 5 


и=х а=\5 


: dx * du 
Es decir: f-=f— 
6-2 (a? —и?)2 


3 
Como se tiene (a? —u?)? J (a? —u? Y, el cambio de variable que debe realizarse es: и = a sen z, de donde 
и? = а sen z y también du = a cos z dz. 


Efectuando la sustitución en la integral, se tiene: 
du _ acoszdz  _ acoszdz 
ESE А. 
(a? — u?)? (a? — a?sen?z)? [a^ (1— ѕеп22)]> 
Utilizando la identidad trigonométrica: — cos'z = 1 — sen'z 
Y sustituyendo en la integral resulta: E- _ = LLL 
[a? (1 — ѕеп22)]2 (а2сов22)2 


ен | 4: -| 4: 
(a cos z)? (асоз 5)? а?сов72 


1 
Utilizando la identidad trigonométrica: = sec?z 





22 
Y sustituyendo en la integral resulta: Дан. 7 ==] sec?z dz 
La integral resultante se parece a la fórmula 10, donde se identifica que: v= 


dv = dz 
1 2 1 : 
— | sec zdz — — ап +С Resultado parcial 
a a 


: и ОР 
De и = a senz, se tiene que senz = — = —— . Al trazar un triángulo rectángulo como el que se muestra 
a НР 


en la página 118 y aplicar el teorema de Pitágoras se tienen los siguientes resultados. 
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= НР-а (АБУ)? = (HIP? — (ОР)? 
5 2. tanz= ti 
АБУ = Ja? — из EUR 
АБУ =? 


Sustituyendo en el resultado parcial se tiene que: 


gazteoi Ju] E m 


+С 


Al sustituir los valores originales а = Vs у и = x resulta 
dr — == +С Resultado final 


m x? 


(5— gy 


dx 
2 Фе. Encuentra 7 


Solución 
De la integral propuesta, tenemos que: и>? —9x? 47-4 


du 


: dx 3 du 
Ев бо: | =] a | —_ > 
m +4 Г. ug Га + а? 


Como se tiene yu? + a?, el cambio de variable que debe realizarse es и = a tan z, de donde и? = а? tan? 


y también du = a ес dz. 
Efectuando la sustitución en la integral se tiene 


Ї du =] аѕес2: dz -| sec*z dz 
иуи? + a? atanzJa? + tan?z+ a? tan zJ a? (tan?z +1) 
sec?z = tan?z + 1 


Utilizando la identidad trigonométrica: 


Y sustituyendo en la integral, resulta: 
secdz _ = эн 


e sec?z dz LEE, sec?z dz AA 
tanzy/a?(tan?z +1) tan 24/а2ѕес22 atanzsecz atanz 
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”Э ЭМГ ТЭР” : LE 2 senz 
Utilizando las siguientes identidades trigonométricas: sec“ z = —— y tanz = —— 
COSZ 
Y sustituyendo en la integral, resulta: 
E 
| NE CMT 
atanz а senz av senz 
COSZ 
Utilizando la identidad trigonométrica: ach = 6507 
senz 
: . | f dz 1 
Y sustituyendo en la integral, resulta: — — | —— —— | csezdz 
a? senz а 
v=Z 
dv = dz 


La integral resultante se parece a la fórmula 17, donde se identifica que: 


1 | свега — Lintescz coto) С мап C | Resultado parcial 
a a a 2 


OP 


De и = а tan 7, se tiene que: tanz == 
de Pitágoras, resulta: a 


(HIP? = (ОР)? + (АБУ)? 


HIP = Ji? + a? 


ОР=и 





АРУ =а 


Al sustituir en el resultado parcial, tenemos que: 
ES 
и һа а 1 
ЖЕБЕ. - яс тз Эд 
и а 


екг өнд += ај 
а а 


Sustituyendo los valores originales u^ — 9x^, и = Зх, а? = 4 y а = 2 resulta: 


2 = 
192192 E ы 
X 


b S9t= 
7-4 хуох аа 
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———. Al trazar un triángulo rectángulo y aplicando el teorema 


a 
со! == 
и 
Ми? + а? 
све 2 = ————— 
и 
+C 


Resultado final 


1/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


2 UNIDAD 
CÁLCULO INTEGRAL 


dx 
e. En ta | ——- 
- Massa Гат 
Solución 


De la integral propuesta, tenemos que: и —x? | а?=11 


и=х в=>/1 
du = ах 


dx dx 
Es decir: ——— À nx 
lam La 
Como se tiene yu? — a el cambio de variable que debe realizarse es и = a sec г, de donde и" = a? sec? су 


también du = a sec z tan z dz. 
Efectuando la sustitución en la integral, se tiene: 


Ї dx af asecztanzdz =] tan z dz 
и? yu? — a? a?^sec?zJa?sec?z — а? aseczya?(sec?z—1) 
tan! 2 = sec? z- 1 


Utilizando la identidad trigonométrica: 
Y sustituyendo en la integral, resulta: 


Ї mm tan z dz sf EE. tanzdz 1га 
asecz TT asecz/a?tan?z a^secztanz а? secz 
Utilizando la identidad trigonométrica: — cosz = —— 

secz 
Y sustituyendo en la integral, resulta: — — 215 === ==] cosz dz 


R^ 


La integral resultante se parece a la fórmula 9, donde se identifica que 


L | сова = L senz+C | Resultado parcial 
a 
De и = a sec z se tiene: secz — 5. M . Al trazar un triángulo rectángulo y aplicando el teorema 
a 
de Pitágoras, resulta: 


(ОР)? = (HIP —(ADY? Ea 


HIP = и 
u? —a и 


ADY =a 
120 
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Sustituyendo en el resultado parcial se tiene que: 


12 F 2 
Lsenz+C= i+ qe Ph E бе 
а? 
Al sustituir los valores originales и = x y a = fi resulta: 
ух? —11 Resultado final 


E 





~ Јен“ Их 


2 
4 ®°.Епсиеп!га Ss 
(4- Py 
Solución 
De la integral propuesta, tenemos que: 12-02 а? —4 
u=0 а-2 
йи = ад 
2 2 y? 
Es decir: foro и“ du ST du 
2 (а? — и? 3 
(4— 02)? (а? 


Como se tiene \/(а? — u^)? el cambio de variable que debe realizarse es и = a sen z, de donde и? = а? sen? z 
y también du = a cos z dz. 
Efectuando la sustitución en la integral se tiene: 


Ї иди — уан a?^sen?zacos z dz IJ amie, a?^sen? z cos z dz 
ya? и?) yla? — a?sen?z) 4 а?(1— sen?z)]' 
Utilizando la identidad trigonométrica: со8 2 = 1 – ѕеп? г 
Y sustituyendo en la integral, resulta: 


Гс a?sen?z cos z dz -{RERE a?sen?z cos z dz fee E. T eni 


| [a^ a — sen?z)] (а? сов? г) a^cos'z cos'z 
sen?z 
А : яг : Е act 
De la fórmula trigonométrica se tiene que: — tan^z === 
cos^z 


2 
: : sen*z dz 
Sustituyendo en la integral, resulta: | "we — T tan?z dz 
cos 


Utilizando la identidad trigonométrica: (ап? с = sec г – 1 
Y sustituyendo en la integral, resulta: | tan?zdz = | (sec?z — 1)dz = | sec^zdz — / 4: 
— = 
La integral 1 se parece a la fórmula 10, donde se identifica que: v=Z 
ду = dz 
Lo que resulta: | зес27 dz = tanz + C 


En la integral 2 aplicamos directamente la fórmula 1, de lo que resulta: [ dz=-z+C 
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Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se tiene 
Гесса - [е —tanz—z4-C ] Resultado parcial 


: и О и 
De и = a sen <, se tiene senz = — = —— y también que z = aresen—. 
а НР а 


Al trazar un triángulo rectángulo y aplicando el teorema de Pitágoras. resulta 


(АБУ) = (HIP)? — (ОР): к 
6 tanz =-= 


HIP = a 
ADY = va? —u? а? —u? 


ОР=и 


ADY =? 
Sustituyendo en el resultado parcial se tiene: 
и и 
— arcsen — 4- C 
а 


tan z —2 +C =-= 
+ M 


Al sustituir los valores originales и = 0 y а = 2 resulta 


2 
EE эш to E NE 
any У" : 





5 e*Encuentra SH 
5t =, 


Solución 
: amy 'а:=9 


De la integral propuesta, tenemos que 
и--у a=3 


du = dy 


Es decir: 1% е Г T 
Como se tiene | и? — а? ‚е1 cambio de variable que debe realizarse es и = а sec z, de donde и“ = а sec'z 


у también du = a sec z tan = dz. 


Efectuando la sustitución en la integral se tiene 
e ЖЖ. EM ELE i LC SÉ > aósec? Зэ 
yu? — EE Ja?sec?z —а? Va! (sec 
tan? z — sec? z- 1 


Utilizando la identidad trigonométrica: 
Y sustituyendo en la integral, resulta: 
a?sec?z tan zdz ЯГ ага 3sec?z tan zdz 


== [42 (sec?z — 1) la?tan 27 


3:9 
a^ sec’ ztanz d. 
= [E = [сга 

atanz 


— Esta integral se resuelve por el método de integración por partes que se analizará en el siguiente objetivo.— 
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EJERCICIO 10 
è I. Comprueba las siguientes integrales indefinidas, reducibles a inmediatas, por sustitución 
3 trigonométrica. 
Escribe los números dx х 
correspondientes 1 + С 
2 / — “2 
Competencias aaa WI 
d 
2 < 
Competencias 2. нај + Е 
disciplinares J aipg 6+6 


«= 40% 
& Ї 40 __ УЗ P ug 
02,113--02 130 
4 угау nf у +3 нн. 
Я —— = In 
(у? + 3)2 yy +3 
Шз 
ку ЖЕ" сы 
xy9+x? x 
- AS - _ 
в fo = = pg 
D x? x 
Sx? dx Sx 
7. [= а — Sarcsen-+C 
-—— 
d6-a2y \16-х 


2 2 a 
s Га s [005-5] eros ic 
х х 








ах х?—4 

9. — Е 
ЛТ-у 

10. +С 
añ" Пу 

dy x 

11. ———————4cC 

5 9/9—х2 


(9—х2)2 


m 25 _ 2 
" PE азза УЕ), fazzio 
X A 


si P. 
13. JPL а —9 захоп“ + С 
u 3 
2 Sw 
Tu + ie 
y 


dy 
sm 9p m. -- 
fz ду! +16 4 





OR жж ж 9 O8 9 O9 9 9 9 ж 9 9 Э 9 9 ооо 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 * 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 | OR 9 9 э ө 9 9 9 ө ж 9 9 ө * 9 9 9» ^ 9 9 оное 


123 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 


5/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


2 UNIDAD 


CÁLCULO INTEGRAL 


256 


5 Ja 4 
16. к= = ya? AE 
X P 


2 “ =: 
-o-— _ 1а а Е С 
иуи? +a? а и 
2 2 2 
18. pM х? di _ |У + | 4443) р 
2 x 
2. 
19. 2. шт 
үх? —16 4 
20. = +С 
(yi 66-7 


И. Encuentra las primitivas de cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados 
por diferenciación y en plenaria discute tus resultados. 








| == и : 12. X - 
x425—x? ga oa 4 
2. [216-646 i | а 
5 ALS -*dx 
f16— y? 13. ЈЕ 
3. Js (бе -2х + 4)2 
y > 4 pj 
4. | 1-х ах з 14. [—— 
~ (25х2 — 4)2 
5 ф ах 10. fs 
| х2үх2-5 646" —16 15. f - = 
ё f 2 ii A di J x?4x? —9 
М9 2 из Ju? +25 
O Verifica tus resultados en la sección de respuestas. • 8:8:8:8:8:8:0:8:8:3:8 0:8:8(0:8:8/8:9:4:8:0:6:9:9-0 ө е ө : 4 


Solución de integrales indefinidas por el método de integración 
por partes en sus diferentes casos 


Integración por partes 


De acuerdo con la fórmula del producto para diferenciación, considerando que u y v son funciones de la 
misma variable independiente, se tiene que d (uv) = vdu + иду. 
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Por transposición de términos se obtiene: udv = d (uv) — vdu 
Y al integrar se obtiene: f udv = uv — 4 vdu 


La expresión anterior se denomina fórmula de integración por partes. 

Cuando по se puede integrar directamente u dv, la fórmula de integración por partes hace que su inte- 
gración dependa de dv y vdu, que suelen ser formas fáciles y posibles de integración. 

El método de integración por partes es uno de los de mayor aplicación de cálculo integral. 

Para aplicar la fórmula de integración por partes en un caso dado, es necesario descomponer la dife- 
rencial dada en dos factores, es decir, en u y dv. Aunque no existen instrucciones generales que faciliten 
la elección de dichos factores se recomiendan los siguientes pasos para escoger los factores u y dv. 


1. dx siempre es una parte de dv. 

2. Debe ser posible integrar dv. 

3. Cuando la expresión para integrar es el producto de dos funciones, es mejor seleccionar la de apariencia 
más compleja, con tal que pueda integrar como parte de dv. 





| Саво | 
: Фе. Encuentra T xsenxdx. 
Solución 


Como la expresión por integrar es el producto de dos funciones, se selecciona la de apariencia más compleja 
para integrarla como parte de dv, es decir: 


Sean u—x у dv=senxdx 
du—dx |а f'senxdx 
y — —cos x 


Sustituyendo en la fórmula de integración por partes, tenemos que: 


[v — f уди 


| хавахах--х(-совх)-  С-совх)ах 


| хѕепхах з--Х008Х-4 Г «вхах 
| — анж 
| | La expresión | cos х dx se parece а la fórmula 9, donde se identifica: v=xX 
dv = dx 
Es decir: Гоха = пх С 
—— 
Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral (1 y 2) se tiene que: 


| хаахах- —xcosx + sen x + C 
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Caso || 


2 9* Encuentra | 3inxax. 


Solución 


Como la expresión por integrar es el producto de dos funciones, se selecciona la de apariencia más compleja, 
para integrarla como parte de dv, es decir: 
Sean u—x у dv=Inxdx 
du — dx Га | mxax 


vi=? 
Nos damos cuenta que la | Х1п хах no puede integrarse en forma directa, por lo que este hecho indica que 


no se seleccionó adecuadamente a los factores и y dv. Entonces, si: 
u=lnx y dv=xdx 


de E far [ха 


х? 


2 
Sustituyendo en la fórmula de integración por partes, tenemos que: 


fudv=w- [уаш 
[ххах= nx (]- [| | =] 


Jomar mx} хас 


aa 
La expresión 3 I x dx se parece а la fórmula 4, donde se identifica que: и=х п 
dv = dx 
| y 1 1(x? x? 
Es decir: --д | хк=— -1-С----С 
2 212 4 


—_ — 
Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral (1 y 2) se tiene que: 


x? x? х? 1 
| хїахас-Лүїах-7 40-72 nx c 


Caso III 
e» Encuentra f xe™ dx. 
Solución 


Como la expresión por integrar es el producto de dos funciones, se selecciona la de apariencia más compleja 
para integrarla como parte de dy como se ve a continuación. 
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Sean и-х у dv=e*dx 
du=dx [а= [e ax 
Mi 
2 
Sustituyendo en la fórmula de integración por partes, tenemos que: 


Jfudr=w- [vau 
2x 2x 
fite [E os 
2 2 
2x _xe | 2x 
fre dx = 2 2 es dx 
—— 
La expresión ed 1 e™ dx se parece a la fórmula 7, donde se identifica que: v= 2x 
2 
ау = 2 dx 
: fù түл» е?х 
Esdeir -2/ё4-|-2| ё 4+0=-E+C 
2 212 + 
— > 
Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral (1 y 2) se tiene que: 





2x 2х 2х 1 
сг. fat бы 
Г I 4 ~ О 
Caso М 


4 9* Encuentra || x2a* dx. 
Solución 


Como la expresión por integrar es el producto de dos funciones, se selecciona la de apariencia más compleja 
para integrarla como parte de dv, es decir: 


Sean u=x? y  dv=a*dx 
йи =2хах fa faa 


a% 


ET 


Sustituyendo en la fórmula de integración por partes, tenemos que: 


Г «dv =шу— f vau 
ее) | а“ ра 














21па 
free BL [шев 
2їпа Ina 
— 
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Para la expresión D y xa^* dx se aplicará nuevamente la fórmula de integración por partes, donde se 
na 


identifica que: u=x y dv=a*dx 
du=dx [а= [ага 
al 
— 2lna 
Sustituyendo en la fórmula de integración por partes se tiene: 


Sum fra 









































! 2х 
Ina Е d 25718 Лаа 
1 2 xa? 1 
г. dx = —— 2х ах 
Ina Y 2(1п а)? ” Запа): | " 
r 
La expresión ! Ї a? dx se parece a la fórmula 6, donde se identifica que: v=2x 
Ana)? 
е ду = 24х 
1 ас 
Es decir: — — —- | а“ dx xod + 
~ 2(1п а)? fora xm. 2)lna * 
1 4 ад 
х ах ыг 
Zina) [в Mina) * 
Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral (1, 2 y 3) se tiene: 
2432x 2x 2x 2x 
3.34 х?а ха а а £ X 1 
+= wr С 
Г: È Зла 2(ша)?  4(InaP 21па|* ba 2a i 
Caso V 
5 e* Encuentra | sec?z dz. 
Solución 


— Esta expresión que resulta de una integral indefinida, reducible a inmediata, por sustitución trigonométrica 
había quedado pendiente de resolverse en el objetivo anterior. 


Escribiendo la expresión | sec*zdz como el producto de dos funciones, se tiene: 


| «са: к= IE zseczdz 
Como la expresión por integrar es el producto de dos funciones, se selecciona la de apariencia más com- 
pleja para integrarla como parte de dv, es decir: 


Sean u=secz y dv — sec? zdz 
du = secz tanz dz fo- [sza 
v=tanz 
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Sustituyendo en la fórmula de integración por partes, tenemos que: 


ча = [уаш 


| secizsec zdz = secz tan z — | tanz(secz tan z)dz 
| вест вест а = secz tan z — | tan?zseczaz 
E 
Aplicando la identidad trigonométrica (ап? = secz — 1 еп la integral 1 se tiene: 


Горава | веса 1) seczde=— | sec'zde+ f seczde 





La integral 3, se parece а la fórmula 16, donde se identifica que: v=2x 
dv = 24х 
Es decir: | seczdz=In(secz+tanz)+C 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral (1, 2 y 3) se tiene: 


| sect zdz = secztanz + In(secz + tanz)+C— | sect dz 
| «сага | sectodo =secztanz + In(secz+tanz)+C 


2 | sec? zdz =secztanz + In(secz + tanz) + C 


[ее га: = ети асс + unn, c seca: „некеш se 


Caso VI 
б ®°-Encuentra | е?хѕепах dx. 
Solución 


Como la expresión por integrar es el producto de dos funciones, se selecciona la de apariencia más compleja 
para integrarla como parte de dv, es decir: 





Sean u—e^ y dv = sen ax dx 
du = 2e^dx [а= [пахах 
| €osx 
а 


Sustituyendo en la fórmula de integración por partes, tenemos que: 


Jfudv=uw- | уди 
| ёепахас = e | аак | f- 9995 penas 


e?cosax 2 


e*sen ax dx = — += | e? cosaxdx 
a 


а 


а 
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САСО INTEGRAL 


Para la expresión 5 T е?" cosax dx, se aplicará nuevamente la fórmula de integración por partes, donde 
se identifica que: 5 





и=е?* у dv = cosax dx 
du—2&*dx |) [а | соѕахах 
_ зепах 
а 


Sustituyendo en la fórmula de integración por partes se tiene: 
dì udv = uy — | vdu 
~ Юн - Дреа 
а а 


2 г, 2e"senax 4 A 
= [= cosard === fe sen ax dx 





Z P _Z 
= је eosaxdx— = 





—— o 


2 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral (1 y 2) se tiene: 


2x 2х 
fesen t cosax , 2e хаах А | sen 


е?^соз ах + 2e?*sen ax 


J senarist $; f esenardr =- a 


2х 
Гепа! +4) eet cosa) ес 
а а а 











e Биш | pen ашын 
— cos ax LEES ió 


| &senaxax = а а 4-Є---8 а LE 


url ra 





е2х 
— (25епах — a cos ax) 





| | senaxax= a +6 e^" Qsenax —acosax) | c. 
Е al +4 Е а? +4 
A 
| 
Caso VII 
e: Encuentra | агсїап х ах. 
Solución 


Cabe mencionar que la integral dada aparentemente no representa el producto de dos funciones; sin embargo, 
sí lo es. Por lo general, se recomienda seleccionar la función de apariencia más compleja para integrarla como 
parte de dv, no obstante, y tal como sucedió en el caso ЇЇ, este consejo no siempre resulta ser el adecuado para 
determinar la integral. 
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De lo anterior se tiene que: и =агіапх у dv = dx 
dx 
ШТ Гаја 
= 


Sustituyendo en la fórmula de integración por partes tenemos que: 


fudv=w- [уаш 


arctan x dx = (arctan x)(x) — 
| ГА 





Td 





Л авланхс-- хавааах- [ES 
1 = 


La integral 2 se parece а la fórmula 5, donde se identifica que: v=1+x? 


dv = 2xdx 
xdx 


1--х2 





и 1 
Es decir: — ———In(14- x2) +С 
hs 
Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral (1 y 2), se tiene que: 


| аваахах = xarctanx 2100 -рх2у--С 


In(x 4- а) ах 


vx+a 


Tomando como ejemplo al caso Il, tenemos que: 


Sean и —In(x--a) у dv= 





du = 





dx dx 
(х+а) ји | та 


Sustituyendo en la fórmula de integración por partes se tiene: 


Jfudr=uw- [уаш 


ja In(x 4- a) — farra E 


In(x+a)dx 
= 2\/х+а In(x+a)-2 
ест Ezra У I 











(x+a) 





Id 
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En la integral 2 se aplicará la fórmula 4, lo que resulta: 


= -4yx+a+C 





JT 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral (1 y 2), se tiene que: 


In(x + a) dx 
vx+a 


= 2 x +a In(x 4- a) — 44x - a +C = 24 x +a [In(x 4- a) -2]-- C 





Aplicaciones del método de integración por partes 


1. En diferenciales que contienen productos. 
2. En diferenciales que contienen logaritmos. 
3. En diferenciales que contienen funciones trigonométricas inversas. 


EJERCICIO 11 


: 1. Comprueba las siguientes integrales indefinidas aplicando el método de integración por partes. 


Competencias 
genéricas 


2. | тахах-хапах-1)-С 
disciplinares 3. | хзес?хах = ytan x + In(cos x) + C 
4. Је 4&-e6-0«c 


5. | хагад- lg lun204C 
2 4 








In x dx 
6. In x — Ша C 
[у= а ат" цасан 


: E | 
$. Ї» пх ох ЕС 
Гэ а= mal" gt +С 
Ina Ina 
"+! 
9. Inzdz = | = 4-6 
ЇЕ nzdz — E nz — 
10. Је а= ео? 2x24 € 











........................................... 
oc 





de" do e? 
И. ———— — 
Teen 10 
x?dx E. 200 —x3) 
12. 1-х |х +С 
| Ix TIE 3 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 
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2: 
Ге 1с 
2 2 


соѕ2х хѕеп2х 
С 


| хсоз2хах = 1 2 


| ёсовхах = = (за + cosx) + C 


а 
J xe? ах = EEG -1)--С 


! 2у 2 
Зу шооны Э бы E кеё 
Југ ду = zs ыг +3)+c 
fe a LE. ү. 
ex(m? +1) 


| ysentay = —aycos > + a!senJ +С 
a a a 








2cosnx a Зхвеппх  x?cosnx 


| х?веп пх ах = +C 


п п? п 

2 3| 3 
[rna аъ г-ү DEC 
| 35e 3c = чаз: +3 Intcos39| c 
f агевесхах = xarcsecx— In(x+ /х? —1)-+С 
| агсзеп y dy = yarcsen y + ү — у? +C 


farccotxax = xarccot x + „га +х?)+С 


y1—x* 
2 


2 
J хагсзеп хе de = arcsena? + +C 


| хаапхуах = 5 [sen na) —cos(Inx)]-- C 


41-40 
2 


| arccos 2040 = 0 агссов 20 — t£ 


честа = 1 есап — i [seczianz+ InGecz + шаг) + С 
Гаюс = zarcese +2 (2+ Ja? —4)+С 

farctan yy ду = (у + Darctan Ју — Ју +С 

Гела Zar (1512 412148) + C 


| «ахзепЗхах = тэсп3хсозх — у зеп соз3х + Є 
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Bibliotechnia - 
e” (25еп2у -асоѕ2х) 
34. ау 2 M i 
feang SEN 
?x (2senbx —bcosb. 
35. је senbxdx = e°*(2senbx —bcosbx) 
4-- p? 
2 y у +2 2 
36. p arcsen ydy = —arcseny+ —; у +С 


Il. Encuentra cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por diferenciación 
y en plenaria discute tus resultados. 





1. Гк? хах 13. IL 25. Јако аи 
29 [etos odo 14. ја 26. | cosina) ax 
3. IE 15. | сассогхах 21. | dogx ах 
4. | усоёдуду 16. ео 28. [e *sen2xdx 
5. Гассоѕтхах 17. fe Багын 29. | Ухшхас 
logxdx 

6. | arcsenaxax 18. [x 30. fenna 
т. |е" +20) ae m. f Pus a 31. ff (arcsec x)? ax 
8. [^ 20. fe Теба кају 32: | an ах 
9. | Лорхах 21. Їе cos Tx ах 33. f е"зепахах 
10. | мскпахах 22. | = sen ^ dy 34. | хахах 
11. | ааа-сах 23. | асе» Lar 35. f'arcversoxdx 
12. [mets 24. | агссзстхах 36. | xlogxdx 

© Verifica tus resultados en la sección de respuestas.. + + + «eese s | . 


Solución de integrales indefinidas рог el método de integración 
de funciones racionales por fracciones parciales 


Integración de fracciones racionales 


Una fracción racional se define como el cociente de dos funciones racionales enteras, es decir, dos poli- 
nomios en los que la variable no está afectada por exponentes negativos ni fraccionarios. 
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Función Род = P(x) — Polinomio (numerador) 
racional Q(x) — Polinomio (denominador) 


Si el grado del numerador P(x) es igual o mayor al del denominador Q(x). tenemos una fracción im- 
propia y si se divide el numerador entre el denominador se obtiene una expresión mixta (un polinomio 
y una fracción propia). 


Ejemplo 
Fracció 
Fracción | А : од È т. 
impropia o e —35x Т5 uc mnc PEL —45 
racional x -8 | х-8 
Fracción mixta — 


El último término es una fracción reducida (fracción propia) en la cual el grado del numerador P(x) es 
menor que el grado del denominador О(х), por tanto, el problema de integrar una función racional se reduce 
a integrar una fracción reducida, pues integrar el otro término, que es un polinomio, puede hacerse de forma 
directa. Es decir: 


i-—504763-5, р,, 15x? —45 
LA. а= [о -яас [—— dx 


Para integrar una fracción racional, por lo general, es útil escribirla como la suma de fracciones par- 
ciales. Los denominadores de las fracciones parciales se obtienen factorizando el denominador О(х) como 
un producto de factores lineales y cuadráticos; lo anterior, es siempre posible si aplicamos el siguiente 
teorema algebraico: todo polinomio con coeficientes reales puede ser expresado como un producto 
de factores lineales y cuadráticos cada uno de ellos con coeficientes reales. 


Podemos suponer, que si el denominador О(х) es un polinomio de grado л, entonces el coeficiente 
Code x" es 1 ya que si О(х) = C, 3 + C, x* ! cC, x* +... + C, ух + Cp entonces si C, = 1 puede 
dividirse el numerador Р(х) y el denominador Q(x) de la fracción racional entre el coeficiente Cy: 


ES P(x) P(x)/C, 


нод 24-22 
Qx) Q)/C, 


Caso | 


Todos los factores del denominador son de primer grado (lineales) y ninguno se repite. Este caso se trata 
de una descomposición en fracciones parciales de la forma: 


е...” ШЕ +...+ + 
Об) (xa) (х-а) (х-а) ^ (x-a) © 














Donde no debe haber dos a, idénticas y también, donde A, В, C...., К,... son constantes que se 
van a determinar. Cabe mencionar que el número de constantes por determinar es igual al grado del 
denominador. 
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2 UNIDAD 
САСО INTEGRAL 
EJEMPLOS 
8 = 
* Encuentra x- 24 
х5 —22 —2х 


Solución 
El denominador, puede ser factorizado de la siguiente forma: 


4-2 __ 4х—2 4х-2 А, В + C 


xj—32—2x  x(2—x-2) xx—2XxiD > х (x-2) (xil) 








La expresión (1) es una identidad para toda x (excepto x = 0,2, —1). 
Al quitar los denominadores, se obtiene: 
4x —2 = A(x —2Y x 4- D4- В(х)(х +1)4+ С(х)(х— 2) 
4х—2 = А(х — x -2)- BG? +x)+C(x° —2x) 
4x 2 = Ах? — Ax —2A + Bx? + Bx + Сх? —2Сх 
4x-2=(A+B+C)x2+(B-A-2C)x-2A (2) 


La expresión (2) es una identidad que es cierta para todos los valores de x incluyendo 0, 2 y —1, es decir: 


Six= 0 resulta: — 4(0)-2=(A+B+CX0? +(B—A—2CX0)—2A 
ASIA 


A=1 


5іх = 2 resulta: (4()-2-(А-8-0)128-48-А-20)02)-2А 
6 —4A--AB--AC -2B —2A—4C —2A 
6—6B 


B=1 


Six=-—1 resulta:  4(41)-2-4А-8-0СХ-18-48-А-20Х-1)-2А 
—6— A--B--C— B4-A42C —2A 
—6=3C 


Є--2 


Existe otro método para determinar los valores de las constantes A, Ву С, el cual, consiste en igualar los 
coeficientes de las mismas potencias de x en ambos miembros de la expresión (2) dando lugar a un sistema 
de tres ecuaciones. 


Para obtener la primera ecuación se observa que el coeficiente de x^ en el miembro de la derecha es 
(А + B + C) y en el miembro de la izquierda no existe, por lo que se considera como coeficiente al cero. 
A+B+C=0 
Para obtener la segunda ecuación se observa que el coeficiente de x en el miembro de la derecha es 
(B — А—2С) y en el miembro de la izquierda es 4. 
B-A-2C=4 
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Para obtener la tercera ecuación se observa que en el miembro de la derecha sólo queda el elemento 
constante —2A y el elemento constante en el miembro de la izquierda es 2. 
А —-2 
Al resolver el sistema de ecuaciones simultáneas resulta: A = 1, В = 1 y C = —2. 
Sustituyendo estos valores en (1) se obtiene: 
4x—2 . 4х-2 . 42 1 1 2 


x'—x-2x x -x-2) xx-24D x (х-2) (x+D 
Por lo tanto, la integral queda expresada como: 


(4x — 2) dx dx dx dx 
T mens e) over 4 
li S Pa Fara lori 
AI resolver directamente cada integral se tiene: 
f (Ax — 2) dx 


rÉr-—zrz-2x 


Aplicando las leyes de los logaritmos se tiene: 














= Inx + In(x — 2) — 2In(x 4- 1) +С 


= = 2: 
pa Dax _. x(x—2) "E 2x с 


a "Gad 7 "Gad 


(7х2 —9x — 1) dx 
2 €*:Encuentra | == 
2 J i —2xt—x +2 
Solución 
Para factorizar el denominador x? — 2x? — x + 2 deben econtrarse sus raíces. 

Con base en el teorema algebraico se determina que una de las raíces es 2, por lo que uno de los factores 
es (x — 2), entonces para obtener los otros factores se tiene: 
eq 
x-2)x3 —2x? -x 4-2 


—х3 +292 


| —х+2 
+х—2 
0 


Es decir, (x — Y — 1) = (х- 2)x – 1)(х + 1) que es la factorización buscada. Por lo tanto, resulta: 


717—9%—1 7Х5-20Х-1 А В E (D 


x'-2x92-x42 (х-2Хх-1Хх41) (х-2) (х-1) (x+1) 
La expresión (1) es una identidad para toda х (excepto х = 1,2, —1). 
Al quitar los denominadores se obtiene: 
1х2-9х-1-4А(х-1Хх-1)-8(х-2Хх-1)-С(х-2Хх-1) 


7х2 —9х—1= A(x? —1)+ В(х2 —x—2)+ C(x? — 3x+2) 
7х2 -9x —1 — (A4- В+ C)? --(-B —3C)x A —2B 4-2C (2) 
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La expresión (2) es una identidad que es cierta para todos los valores de x incluyendo 1, 2 y —1, es decir: 

























Six-1resulta: — 7(1? —9%1)—-1=(A+B+ CXD? +(—В—3С)1)— A—2B+2C 
-3-:А4-8-46-45Н-30-4-28:2С 
3-38 


8-2 
2 


Six= 2 resulta: 7(2)2 —9(2) —1—(A-- В+ C)2Y +(-B-3CX2)-A-2B+2C 
9-4А4-48-4С-28-6С-А-28-2С 
9--3А 
A=3 


Six=-1 resulta: 7(—1)2 —9(-1)—1—(A-4- B-- C)- 1? +(-B-3CX-1)-A-—2B42C 
15--А4--4840-48-3С-А-28--26 

15=6С 

15 

6 


2 
2 


Utilizando otro método para determinar los valores de las constantes, se tiene que las tres ecuaciones 
simultáneas resultantes son: А + В + С = 7, -B - ЗС = -9, -A - 2B + 2С = -1. 


Al resolver el sistema de ecuaciones simultáneas se tiene que A — 3, В = i ye= > 
Sustituyendo estos valores en expresión (1), se obtiene: 
3 5 
7x? —9х—1 7х? —9х—1 | 3 2 2 


х3-2х2-х-42 (х-2ХХх-1Хх-41) (х-2) (x-D (х+1) 


Por lo tanto, la integral queda expresada como: 
(7х2 —9x — 1) dx dx 3 dx 5 dx 
aia ДЕ LM, о 
22x15 lams dea гр 


Al resolver directamente cada integral resulta: 








(7х2 — 9x — 1) ах 


3 5 
х5 -2x)-—x42 = айна i “ne abeti” abit 


Aplicando las leyes de los logaritmos resulta: 





(Tx? —9x — 1) dx 3 5 
n, |а |(х— 2)3(х — 1)2(х+1)2 (+С 
Галя ) И 
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Caso Il 


Todos los factores del denominador son de primer grado (lineales) y algunos se repiten. 
En este caso el factor (х-а,) que se repite n veces, corresponde la suma de n fracciones parciales de 











la forma: 
o — —— „Ж 
0%) (х—-а)" (х-а (х-а,)"? (х-а,) 
ES 
2 
“Епсисшга т. 
(x — DG 4-1 
Solución 


Factorizando el denominador, tenemos: 


Зх? +5х A B C 


ди E E RE RE 1 
(кїй Л? (x-D (x41 (+1) ы 





La expresión (1) es una identidad para toda x (excepto x = —1, 1). 
Al quitar los denominadores se obtiene: 
3х? + 5х = А(х + D? + B(x—1)4-C(x— Dx +1) 
3x? + 5x = А(х? 2x + D + Bx  B4- C(x? —1) 
Зх? + 5x = Ax? +2Ах+ A+ Вх – В Сх? С 
3x? + 5х = (А +С)х? +(2А+Вх+А-—В—С 
Para determinar los valores de las constantes, se plantean las siguientes tres ecuaciones simultáneas: 
А+С=3,2А+В=5уА-В-С=0. 


Al resolver el sistema de ecuaciones simultáneas resulta que А = 2, В =1уС= 1. 
Sustituyendo estos valores en (1) se obtiene: 


3x? + 5x 2 1 1 
¡(A A rn 
(x—-Dx-D? (x-D (+) (x+) 
Por lo tanto, la integral queda expresada como: 


(Зх? + 5х) de _ ах 
(x— DG +1)? Е af Iona 


Al resolver directamente cada integral se tiene: 


(3х2 + 5х) dx _ НИЕ. 
PE TE Ms 1) бер EFIE 


Aplicando las leyes de los logaritmos resulta: 














= 1 (х—ђ (х+ђ =— +C 


Ї (3х2--5х) ах 1 
(x — DG +1)? (x+1) 
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2 9* Encuentra (7-1) 4. 
20-2у 
Solución 
Al factorizar el denominador, tenemos: 


(2-0) АВ, C р Е 


= + —— + —— ++ 1 
22-2 вт (6-2) (t—2Y (4-2) о) 





La expresión (1) es una identidad para toda / (excepto t = 0, 2). 
Al quitar los denominadores se obtiene: 


P —1 = А(1— 2) + Ви — 2)? + СИ) + рај —2) + Еј —2y 

P —1— A(P —6? +121—8) + Виз — 613 — 1212 — 81) + CP + Рб? — 212) + E(t* —413 + 412) 

P —1 = АВ —6AP + 12А1—ВА + Br* —6BP + 1282 — 8Bt + СР + ОВ — 202 + ЕВ —4ЕВ + 4 ЕР 
P —1= (В + Ег -4А-68-0-4Е)7-41-6А-128-0-20-4Е)н2 +(12A—8B)t — 8A 


Para determinar los valores de las constantes se plantean las siguientes cinco ecuaciones simultáneas: 
B+ E=0,A-6B + D- AE — 1, -6A + DB + C- 2D + 4E = 0, ЈА – 8B = 0 y -8A = -1. 


Al resolver el sistema de ecuaciones simultáneas resulta: 
EE ув--3. 
8 16 E E 16 
Sustituyendo estos valores еп (1) se obtiene: 
i а 7 5 3 
3_ 3, V X A A 
et Rai 4 4 | 











— — + = 
00-2) 82 t (6-29 (61-29 4-2) 
Por lo tanto, la integral queda expresada como: 


(3-1 1 de, di 3 di 
Tare” 8 BU e d Td rar 


! Al resolver directamente cada integral resulta: 











(20-14 11.29 7 5 
se РСС ар 5 т Заа тар 
E ar de 81-28 40-5) ie 4 a 
@-Dd 1 t 5 Е. 5 | 
агы, пе ае –2|+С 
Гав 20-29 # 8025 40-2) 16|" mr 





Simplificando las fracciones y aplicando las leyes de los logaritmos resulta que: 


412 ы 
» PES Ddt 2 1141714 КЕ ye 
2(:—7)3 8t(t— = = 
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Caso ||| 


Los factores del denominador son lineales y cuadráticos (primer y segundo grados) y ninguno de los 
factores cuadráticos se repite. 
En este caso, a todo factor cuadrático de la forma x^ + px + q le corresponde una fracción parcial de 
la forma: 
Ax+B 


х2 + px+q 


El método para integrar expresiones de esta forma, es aquel en el cual la integral se reduce a inmediata 
por sustitución algebraica (primer y segundo métodos). 





[pe 





Solución 
Al factorizar el denominador tenemos: 


tot iti (1) 
8-2) (24-284-2:422) (2-2) (4-22+2°) 
Al quitar los denominadores se obtiene: — 1— A(4 —2z + z?) - (82 + С)(2 + z) 
1=4A—2Az+ Аг? 4-2Bz + Вг? 4- 2C 4 Cz 
1 — (A4- B)z? +(2В—2А+С);+4А+2С 


Para determinar los valores de las constantes, se plantean las siguientes tres ecuaciones simultáneas: 
А +В = 0, 2В-2А + С=0 уда + 2C=1. 

Del sistema de ecuaciones simultáneas resulta que А = 5 у B= -5 уС= 3 

Sustituyendo estos valores en (1) se obtiene: 


1 1 1 
T ! __12 d Е 


8+2 (+24-2:+:2) (2-2) (4-2:-:2) 


Рог lo tanto, la integral queda expresada como: 








11,1 
——l2+-la 
ldz т gea : 
8-2 E E (4—22+22) 

ний. бан Ed 





Al resolver directamente la integral 1 resulta: 77In(2+2)+C 


ale 12 
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Para la integral 2 se tiene: 


paraje re И ай de 








Sa 22+22) (4—2:+:2) 34(4-2:42) 
gr === 7 2b 
De la integral 2a se tiene: у=4—22+22 
ду =(–2 + 2z2)dz 
ду =2(@—1)& 
En el numerador де la integral se debe tener (2-1) dz para completar la diferencial de la variable, es decir: 


1 24: "1 .|6Є-1-1ЖЁ ! (z—Daz 


224-242) 124(4-2:42) 12) (4-22+2) alas 
De la integral I, se sabe que dv = 2 (z — 1) dz, por lo que aplicando directamente la fórmula 5 se tiene: 


1 2—14: | 5 2 1 3 
—— | == =|-— ||- |1004 — 2 C = ———In(4—2 C 
124 (42425 12 |2 n( 10134 24 n( 2+2%2)+ 


Como las integrales 25 y 11 son iguales resulta: 


Via ЫС [стик agri ме 


En esta última integral se identifica que al ordenar la expresión 4 — 2z + 2° en 2° — 2z + 4 tiene la forma 
az + bz + c. Completando el cuadrado еп 5? — 2z + 4, se tiene: 


г-2:44-12-21:41-3 
ТСР 
2-2:44-4-1у-3 


NTE 
(4-2z42) 4% (z-D?43 
| Aplicando directamente la fórmula 18 resulta: 


Por lo anterior, resulta que: 1 T 











Sora Tm 
Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene: 


dz 1 1 43 (2-1) 
2 — — |n(4 — 2z +22) + —arctan—— + C 
urn x^ “2... 


Aplicando las leyes de los logaritmos resulta que: 








2 — 
Jj 1, Q+2 T: = 


+C 
842 24 (4—2:4 2) 48 
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(4х-2)4х 


o. E tra 
2 ncuen I E n 2r 


Solución 


Al factorizar el denominador, tenemos: 


4-2 __ 4—2 Aa Bx+C а) 
x-—x2+2x xx-—x+2) х (12-x+2) 
Al quitar los denominadores se obtiene: 4х —2— A(x? —x 4-2) - (Bx - C)x 
4х—2 = Ах? — Ax + 2A + Bx? + Cx 
4x —2 — (А + В)х? --(C - А)х - 2A 
Para determinar los valores de las constantes se plantean las siguientes tres ecuaciones simultáneas: 
А-В-0,С-А-4у2А--2. 


Al resolver el sistema de ecuaciones simultáneas resulta que A — 1, В ——1 y C — 5. 
Sustituyendo estos valores en (1) se obtiene que: 


4х-2 _ 4х—2 1 —x+5 


хэ х2 +2х х(2-х-2) х (32-х-2) 
Por lo tanto, la integral queda expresada como: 
(m x 11 (4х — 2)dx -f2 + | exem (-х--5)4х 
(х —2?4-2x) (Х2—х+2) 
— 


Resolviendo directamente la integral 1, resulta: | 222 =Inx+C 
x 


Para la integral 2 se tiene: T Cx 5)dx --| хах 5| dx 
(2-х-2) (1? —x+4+2) (1? —x+2) 
A ie gr 
De la integral 2а se tiene: — dv—x? —x 4-2 
dv=(2x—1) dx 
dv= i-es 
2 


En el numerador de la integral se debe tener È = Ч dx para completar la diferencial de la variable, es 
decir: 


1 
p хэл peze a а 
(х2 —x +2) (x? — x -2) (х2—х+2) 2J (х?—х+2) 
син тэн — Ө 
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De la integral I se sabe que dv = 2 | = Ч dx, por lo que aplicando directamente la fórmula $ se tiene que: 


dx 1 dx 9 dx 
жр т Д, МАЙ: ___ NM. M 
bar duram Se 
Como las integrales 2b y II son iguales resulta: 


dx ! ах 9 Ах 
reo dille 7 —À — 
legs ils dw 


En esta última integral se identifica que la expresión x^ — х + 2 es de la forma ах” + bx + c. Completando 
el cuadrado en x^ — x + 2 se tiene: 














xi-x42-x хта 
тер 
IT 3 
х? -242=[x-3] +— 
2 4 
. 9 dx 9 dx 
Por lo anterior, resulta: = | — —— | —————— 
ЭГ IT Ч 7 
2 4 
Aplicando directamente la fórmula 18, resulta: 
2) 
9 ах 9| 1 2 947 (2х-1) 
= | = = -|——arctan + С = —— arctan +6 
A | 1,7 2147 47 49 47 
Ж —— зар 
4 2 2 
Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene: 
(4х-2) dx 1 947 (2х-1) 
2 =Inx--In(x? — x + 2) + — arctan -С 
x —3x +2х 2 49 47 
Aplicando las leyes de los logaritmos resulta que: 
(Ax — 2) dx x 9/7 (2х-1) 
——— = In| === |+—— аге +C 
e HA 49 m 47 





Caso IV 


Los factores del denominador son lineales y cuadráticos (primer y segundo grados) y algunos de los factores 
cuadráticos se repiten. 

En este caso, a todo factor cuadrático de la forma x^ + px + q que se repite n veces le corresponde la 
suma de л fracciones parciales de la forma: 


Ах +В Cx+D Kx+L 
(х2 + px+qY (х+рх+4”' © х?+рх+4 
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El método para integrar expresiones de esta forma es aquel, en el cual, la integral se reduce a inmediata 
por sustitución trigonométrica. También, se recomienda el uso de la siguiente fórmula de reducción directa. 


du 1 и du 
Је + а?) 2(n — Da? (и? +а?)" 1 х ba +a?)" | 


EJEMPLOS 





3 
“Епсисшга y G? +3х+1)4х 
(x? +1)? 
Solución 
Al factorizar el denominador, tenemos: 


(043141) _ Ах-В Сх+р 
(x? +1)? (х2 +1)2 (х2 +1) 








(1) 


Al quitar los denominadores se obtiene: х? + 3х +1 = Ах+ В+ (Cx + D)? +1) 
х? +3х+1= Ах+ В+ Сх? + Сх + Dx? + 0 
хз + 3х +1 = C8 + Ох? +(А+Ох+-" В+ р 
Para determinar los valores de las constantes se plantean las siguientes cuatro ecuaciones simultáneas: 
C-1,D-0A4C-3yB4D-l 


Del sistema de ecuaciones simultáneas resulta que A = 2, В = 1, C— 1 y D — 0. 
Sustituyendo estos valores en (1) se obtiene: 


ЗЕН _ 2x11 х 
Gal (02418 (+1) 


Por lo tanto, la integral queda expresada como: 





par пир Set +f xdx 











(х2 +1)? Q? те (+1 
3° 
De la integral 1 se tiene: Qx+ Ddx = [5 2xdx +f d 
(Quam Joa? I raa 
UE ПЕ 
2xdx 1 
Al resolver directamente la integral la, resulta: pj ыў = “(аа үл) +C 





De la integral 1b se tiene que: u=} @=l 
и=х а= 
du = dx 
Es decir Ї Е Ї рки е1 mento d 
(х2 +1? (и? фазу sustitución trigonométrica 
145 
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Como se tiene (и? + а)", el cambio de variable es: и = a tanz, de donde и? = a? tan'z y también 
du = a sec'z dz. 
Efectuando la sustitución en la integral, tenemos que: 


fs u_u a sec?dz «р  — Y asec?z dz psu asec?zdz 
= +4 J (алап: фа? аге (a?sec?2)? 
aseczdz 1 га 2 
EE ==] ALIS 
En esta integral resultante se aplica el método de integración por partes, es decir: 


1 1 
— | cos?zaz = — | совгсовга: 
a a? 


Donde se identifica que: и--со82 dv = coszdz 
du — —senzdz " fe | созг4: 
v—senz 


Sustituyendo en la fórmula de integración por partes se tiene: 
| иду = uv — f vdu 
| 1 1 
== Ј costado = == J coszcoszaz = -z[coszsen z= | ха z(—sen г) 


1 1 3 
=-усозгзеп:+-у f sen zdz 


Si en la expresión — J ѕеп22 dz se sustituye sen°z por la identidad sen'z = 1 — сов 2 resulta: 
a 


| | == Ј свога: = па coszsenz+ + f -cosd 
= Jcostzdo=Gcosasenz+ E f dz [соё 
== fcostada+ + | costedo=Gcoszsenz tC 
eicit 


У iussus d 


1 Resultado parcial 
fusta: = + б= TZ ЋЕ | de la eral lá 
a 
: : и ОР 
Del cambio de variable и = а (ап z, tenemos que tanz = — = — y ¿=arctan—. 
а ADY a 
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Al trazar un triángulo rectángulo y aplicar el teorema de Pitágoras resulta 
. шид +a? 


HIP = Ju? + a? S № 
cosz= 
Ми? + a? 


OP = u 





ADY =a 


Sustituyendo en el resultado parcial se tiene: 
1 тети! ти 
2| Ju? +a? ји: + a? 


1 аи 1 и 
= +— arctan — + C 
8 q a 


бааа С 
а 





у (Coszsenz+ 2)+C= 





Sustituyendo los valores originales x = 4 y a = 1 resulta 


TR 
5) 94-7 


También, la integral 19 puede resolverse usando la fórmula de reducción directa, es decir 


=F = 4-2 


| Resultado final 
de la integral 15. 





aston + С 














ШР 
ui= a=1 
du = dx 
Se tiene que: 
dx du 1 и du 
— = | ~ = | + Сл— 3) | == 
Танхай aa Za Da SÓ Гатау | 
1 If x 
202—101) Gp : FIRE" ЯГ аа! 241 | а 24 (2+1) 





En esta última integral se aplica directamente la fórmula 18 lo que resulta 


1 dx 1 
LE ar E 
ат 2 


Por lo tanto, se demuestra que se obtiene el mismo resultado para ЇР, es decir 
T. = du 2 aH anrc 
Qa» 2\x2+1) 2 


Рага la integral 2 se aplica directamente la fórmula 5, resultando 





dx 2 
нБ _ С 
aos бх +0+ 


147 


9/10 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


2 UNIDAD 
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Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 











(х? + 3x +1) dx 1 1 х | 1 1 

ЭЭН. de + агсап х + ао? +1)+C 
+1} ба seg t9 
(x°+3x+1) _ x—2 1 1 

—arctan —1п(х? +1)+C 
B === X a х+ушо? +1)+ 
(y —2) dy 
2 9* Encuentra [33 A 


Solución 


Al factorizar el denominador, tenemos: 


(-2dy A, ВуС | DykE |, 
FIJA у 0—9 yy 4 


Al quitar los denominadores, tenemos: 


y -2= A(y? —4у+5)? +(By+C)y+(Dy+ ЕХУХу? —4y +5) 
y -2= A(y* +16у? +25—8у' +10у? —40у) + By? + Cy +(Dy+ EXy—4y? +5y) 
у—2 = Ау* + 16Ay? + 25А — 8Ay? + 10Ay? — 40Ay + By? + Cy + Dyt —4Dy? + 5Dy? + Ey? —4Еу? + SEy 
у—2=(А+ D)y* --(-8A —AD + E)y? + Q6A + B4+ 5D —AE)y? +(-40A+C+5E)y+25A 
Para determinar los valores de las constantes se plantean las siguientes cinco ecuaciones simultáneas: 


A + D = 0, 8А — AD + E = 0, 26А + B + 5D —4Е = 0, -40A + C + 5E = 1 y 25А = 2. 
Al resolver el sistema de ecuaciones simultáneas se obtiene: 


Kem ed quoi pg 
25 5 5 25 25 
Sustituyendo estos valores en (1), obtenemos que: 
à, В в 
0-3 ___ 25 25 


| уу:—4у+52 у (у? Cs 02-4509) 4у+ S) 


Por lo tanto, la integral queda expresada como: 
Ї (у-2)4у = a, [lol bo НЫ plate НЫ 
xy? —4у+5)? Jtem Aya T Го E 


| (у-24у _ t3 ydy 
уб? – ду +5) | EL s (ду 5) Ч Qi- = 
e Lose ias 





чн 4+5) CEET 


5 
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Al resolver directamente la integral 1 resulta: —— ul? 8... -Žin y+C 
2 ydy 2 2 
1 : — Д]  тт —4у+5 3 
De la integral 2, tenemos 5 f ayr 3 f (y°-4y+5) * ydy 


Ahora se identifica: у= у? —4у+5 n=-2 
dv=(2y-4) dy 
dv = 2y — 2) dy 


En la integral se debe tener (y — 2) dy para completar la diferencial de la variable, es decir: 


2 2 
= [02-45 зуду= $ f0*—4y +5) 99-24 Day 


-5/9%- —4y4- 5) 2(y2dy + ifo —4у+5) зау 


Aplicando directamente la fórmula 4 en la integral 2a, resulta: 


= [0- 4y+5My-2)dy= Е IB 

Las integrales 25 y 3 son semejantes, es decir: 
Гиз. Ir йу — 
dues A шта ni 


En la integral resultante se identifica que la expresión у? — 4y + 5 es de la forma ау? + by + с. Comple- 
tando el cuadrado en y — 4y + 5 se tiene: 





(у?—4у+5) A, 1 
= +C 
-241 S(y! — 4y-- 5) 


y? —Ау+5 = y? —4+4+1, es decir: 
— ^ 
у —Ау+5=(у–2) +1 


: : y du 2: 
Por lo anterior, resulta: 5 || —— PL — 


(у —4у++5)? 5/ [0-22 «if 
Aplicando la fórmula de reducción directa se tiene: 


Si и? =(y-2Y at=}: n=2 
и=(у—2) а=1 
du = dy 
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Es decir: 


du 
+03 aa añ 





a je 


dy A du _ 1 
Slo Е sJ array _ Ana 


dy 
— À ГНЯЭ-21--2--4 
3 [(у— ni а а аре а a-a [o car 
cea E. 
54 [(у–2)2 +1 10©-—2+1 107 (y-2? +1 


En esta última integral se aplica directamente la fórmula 18, lo que resulta: 


ib | 
iG wem 2 


(y-2) 1 


1 
ir: - m tan 2)-С 
Es decir 3d scarf n = тоју 22 +1] 10 arctan(y — 2) + 


En la integral 4 se identifica: у= у? —4у+5 
ду--(2у-4)4у 
ду = 2(y —2)dy 


En la integral se debe tener (y — 2) dy para completar la diferencial de la variable, es decir: 
SE ydy AA 24 2)dy _ A ai (у-2)4у sf dy 
255 (y -4y45) | 254 (/2-4у--5) | 25 meg RS 254 (y? —4y+5) 
AA 
Aplicamos directamente la fórmula 5 en la integral 4a, resulta: 


Af m [yy - 2 no 0 Emo c 
(y°-4y+5) 1225 2: 


Como las integrales 4b y 5 son semejantes, es decir: 
Lye m | И. Н 
25J (y? —4y5) 254 (y? —4y+5) 254 (y! —4y+5) 


En la integral resultante se identifica que la expresión у — 4y + 5 es de la forma ау? + by + с. Comple- 
tando el cuadrado en y° — 4y + 5 se tiene: 


y! —4у+5 = y! — Ay 441, esdecir: 
— ТСР 


y —4у+5=(у-2 +1 


Por lo anterior, resulta que: RO" ЕНЕ E ЖЕ: БЕА 
254 (у?—4у+5) (у 2)2 +1 
Aplicando la fórmula 18 se tiene: 2. E. = e iy — D+C 
254 (y-2? +1 25 
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Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 


(у-2)4у 2 (y—2) | 
ea БИ РЕУТОВ >= MEMO 
Ген 25 7 а 10-28: 10222200 


уун —49+5) — Š arctan(y—2)+C 


Ї (—24dy __1 ју 4у+5] 3 (7-4) 
50 : 10(y? —4у+5) 


NN 


Al analizar el método de integración de funciones racionales se concluye que: la integral de toda función 
racional cuyo denominador es posible descomponer en factores reales de primer y segundo grados 
puede expresarse en términos de funciones algebraicas, logarítmicas y trigonométricas inversas, es 
decir, en términos de las funciones elementales. 


EJERCICIO 12 


1. Comprueba las siguientes integrales indefinidas, aplicando el método de integración de funciones 


racionales por fracciones parciales (caso 1). 














Escribe los números dx 1 e 
correspondientes 1. J ын +С 
Competencias x*—9 6 +3 
genéricos 
Competencias e -Idt 1| а t* (21 +1)? 
: -Ї|-----018С 
dre Tim ar а (1-1) 
| 
: сеш za цар +С 
. (2-12-2 z = 
è z2(z + 2)6 
i 2 
. 4. PERE ИГЕ УЕ" 
: x!—x 
: 3 
: Cy - D dy (у—2)ю 
5. Јао ан в а 1 ptc 
: 2 J Р, ye (y +3)15 
: (Ax + 3) dx — lin Qx+DQx+3) | с 
: 4х3 + 8Х2 + 3х 2 x? 
: үзээ 2dx 1, [POE 
: x21—4 4 (2x—D 
: (х4 + 33 — 5х2 —4х +17) 4х х 3 
. E 1-5 СЭН - —м[@+3)*(х—12]+С 
2 Г x3+x2 —5x+3 2 E (x—1) sera] 
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MEL + 
o, [о -Зх- ү|Ух(422| с 

x + х2 —2х (x—1) 

хах _ : 4 

2 

11. ква —- mem 
(4x3 + 2х2 + ђах 1, [Qx+DQx—-1? 

12: [SEEMS VU IR шингэн! 


...................................................... .................................).)...)....Л.Л).Л.. Л... ө 





Il. Comprueba las siguientes integrales indefinidas, aplicando el método de integración de funciones 
racionales por fracciones parciales (caso 11). 











x? dx -4х 
In(x — 1) 4- +C 
| = D mE 
Е х 4 
2. dini y 2+ +21000? +2) С 
(x? — 3) dx 
3: _A>>> ul 2 
[ore ors саг “Баар” 


па р 8t—7 
4. =— M1 C 
las 2 dtt 


zdz 2 
5, [2 >” = In п 2) C 


6. P mE) Е! 














4. пи аби 
x'—x Z E х-1 

8. [S и uy + 

9. MAD HO 

10. [S E a+ +0 





dx 1, (x43 1 

11. —— =-1 == +C 
ias | х T 

(x—3x—7)dx | 3 


12: = 
(x+1)°(2x+3) (х-1) 





-5na +) + In(2x+3)+C 
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||. Comprueba las siguientes integrales indefinidas, aplicando el método de integración de funciones 
racionales por fracciones parciales (caso III). 








3 2 
L [Sra хээг... 02 +2) + arctan + С 
14431242 
2 
2. RE nr 
16-33 8 (2-х) 4 2 
(х3 + х2 +> х + 3) dx 
3. жы} TA redii --3 2: aii E 
| G4 DG? +3) nyx arctan x + 


dx х 
4. —— = In- +C 
if ==) 
4_ 9,3 u 2 
5. fe 2x3 + 3х? х+3)4х x 


х 
+ Inl === |+ С 
х3 — 2х? + 3х 2 Hal 5] 


6. ED a [iet Eert 2] ааа D +C 
dz +2) 
(42? + 6) dz 

7, [зы EFE 


(у? + y) dy 
8. ЦЭЭНЭ 4 ;—1 , 
Fo D n(y — 1) + arctan y + C 


(2х2 —8x—8) dx _ la | +4 
(х-2Хх2-4) | =g 


2 
10. [S222 t| x | scan + с 


|+с 





х%+4х 8 (3-4) 2 2 
(3x? — 6x -- 8) dx ; 8 (2x 41) 
11. | — 2)(х? 2)| - — arctan == € 
aa п[(х — Ma? +x+2)] FE to 


to — ———|——arctan214+C 
1614-1 8 12141) 4 


f. 12171 1 


IV. Comprueba las siguientes integrales indefinidas, aplicando el método de integración de funciones 
racionales por fracciones parciales (caso IV). 








| E: -=l arctanx+C 
ЖЭ" z 
feline 
(22 +102+1)2 (+0 
(At? -- 21 -- 8) dt 125 X2 t 
s Y arctan — + С 
қР 4-2) 2-2 ЕТ ф 
xdx x? 8 
——— = — — 4In(x? +4) -———+ 
Fa 2 | ) (x? 4-4) 
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5 
5 fina Ау му tota 
+2 2 (у? +2)? 
(x3+2x2+5x+8)dx 1 | x? E х 
‚ PH ду lli — . 20 
5 Ј х(х? +4)? а офа) 16.2 1+) 
6x3dx 3x? 
—— = 3In(x? 4-1) — 
fa +1)? WT + 
(21* — TË + 28? — 26t +41) dt (t—1) 21-11 
8. =21n(t+3) + —zarct + С 
| (t -- 3((? — 214-4) MET 3,377 43 62144), 
2. 2 
pe ај = |за HC 
e 4a 1241) 2 2( +1) 
18 dt 1 21 t 
10. —— — —. = arctan — 
a “амин t Ка) + 
11. (22? +3) dz ы — g. 
(22 +1)? 2 X240 DO 
(х +х— ах 5 1 х 
12. -104х2-1--асах-------С 
Ге. бэр 7 ТЭ Шу. 


diferenciación. 
Ї (t — 3) dt 
eun 


[em s 





N 


(2-z°) dz 
#'-+3Е"+2; 
(3— x) dx 
x + 4х? + Зх 


> 


Ї (32 + 71) dt 
(t 4- Dt + 2) 4-3) 


Ї (х2 —3) dx 
(x 4-3 (x +2) 


9y? dy 
(2у + Xy +2)? 


й ] car 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


V. Encuentra la primitiva de cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por 


(3x +7) dx 
(x 4- 3(x 4-2)(x +1) 


parida 
(y--3Xy! —1) 


[за +1)ах 


x х 


PR -1-5) dt 
14 51? 


Ї 24 
(22 + 3422 —1) 


(x* — Зх?) dx 
(х2 — Dx—2) 


[Er —9) dy 
у —9у 


pan (2х2 +1) ах 
(х— 2) 
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23. 


24. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31, 


32. 


© Verifica tus resultados en la sección de respuestas... • + + + + + + + +++ 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


(24x? +10x +5) dx 
(2х—1)(2х +1)? 


[o a +14y +10) dy 
(у + DG + 2) 


f (2+2) dz 

Z +2:3 + 22 

[= + 3х3 —20x — 28) dx 
(х2-4Х2х-1) 


[ Sy dy 
(у+2)(у? +1) 
(2х2 +x +3) dx 
(x+ DG? +1) 
үен —4х) dx 
—16 
(4y? +2у) dy 
(у + DD? 


Г (2x3 +18) dx 
(х 4-3)? +9) 


(t 4-10) dt 
124-212 + St 
(x* +3) dx 
(x + DG? + 1) 


| да. +3y+1) dy 
y! +3y? 


(4х3 + 3x? +18x +12) dx 


(х? +4)? 


f (2х3 +9x) dx 
(x? +3 Xx? — 2x +3) 


* (2y? + 3y 4-2) dy 
y +4у? +6у+4 


Г (z 4-3) dz 
42% +423 +2? 
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22 
„ә 


34. 


38. 


39. 


41. 


42. 


43. 


45. 


47. 


48. 


UNIDAD 2 
Métodos de integración 


pa. 

(e? +1)? 

$ (х +3) dx 
х2--3х--2 


f dx 
(x? —4)(х? —9) 


(3x? +1) dx 
+ 


у (P 4-1) dt 
Р--28-Н 


ах 
T- е?х — 3e* 


[Ox sensa 
(у? -5Xy? + 2y +3) 


fee — х2 +2х + ђах 
(+00 + 1) 


pe — xt + АХ3 — 4x? 8x — 4) dx 
(x? 4-2» 


Г (х2 + 6x — 1) dx 
— 7х2 +15х—9 


Я ах 
х2(х2 +3) 


pui Cd 2) dy 
y -y -2y 


[PS 


(5x? — 11x + 5) dx 
x!—4x!45x-2 


pz 


(3x? — x + 1) dx 


2t 4- D) dt 


5 
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2 UNIDAD 


САСО INTEGRAL 


Solución de integrales indefinidas por el método 
de integración por sustitución de una nueva variable 
(método de integración por racionalización) 


Las funciones algebraicas no racionales, es decir, las que contienen radicales no se pueden integrar en 
términos de funciones elementales, con la excepción de algunas cuantas. Sin embargo, en algunos casos, 
al sustituir una nueva variable, dichas funciones pueden transformarse en funciones equivalentes que. o 
son racionales o se encuentran en la lista de las formas elementales de integración. 

El método de integrar una función no racional, reemplazando la variable por una nueva variable de 
manera que el resultado sea una función racional, se denomina integración por racionalización. Este 
método es considerado como uno de los más importantes de cálculo integral. 


Caso | 


Una expresión que contiene solamente potencias fraccionarias de x puede transformarse en forma racional 
mediante la sustitución x= т, siendo л el menor denominador común de los exponentes fraccionarios de х. 


En este caso, tanto х, como dx y cada radical pueden expresarse en términos de la variable <. 





EJEMPLOS 
ЕР””- 








*Encuentra cmm 


(x—9)x2 
Solución 


3 
Como n = 2 y sea x = z’, entonces x? =z y dx = 25 dz. 


(Sx+9dx _ г(5:°+9)2г24: ү(0:7-18:34: 


= духа (2-923 1 (2+3%2—3)23 


Por lo anterior, tenemos: 


Con base en el caso П del método de integración de fracciones racionales se tiene: 








1053 + 185 А В с H E 
> ар (1) 


-- — H + 
(2-3Х2-3)2 (243) (2—3) 2 2 
Al quitar los denominadores se obtiene: 


10:7--18:-А07Х2-3)--8(22Х:--3)--С(:--3Х2-43)--0(2К:--3К2-43)--Е(22Х:--3Х-3) 
1023 +182 = А(2 —323) + B(z* +353) +C(2? —9) + D(z? —92) + E(z* —922) 

1023 +182 = Az4—3Az3 + Bz* + 3823 + Cz? —9C + Dz? —9 Dz + Ez* —9 Ez? 

1023 +18: = (А + B + E)z* +(3B-3A4 D)? + (С -9E)z? —9Dz —9C 
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UNIDAD 2 
Métodos de integración 


Para determinar los valores de las constantes se plantean las siguientes cinco ecuaciones simultáneas: 
A+B+E=0,3B-3A + D = 10, C- 9E = 0, -9D = 18 y -9C = 0. 
Resolviendo el sistema de ecuaciones simultáneas resulta que A = 2, B = 2, C = 0, D — —2 y E — 0. 
Sustituyendo estos valores en (1) se obtiene: 
102? +182 2-2 ,_2 ,0,-2,0 
WFIE-32 (+9 (3) 2 s i 
Por lo tanto, la integral queda expresada como: 


(1053 +185) dz 4: 4: 4: 
ЭШЕ? Ue PSE, is 31 
(2 + 32 —3)2 les da SG 


AI resolver directamente cada integral resulta: 



































3 ЧЕ. 
(10:7318:36: к: +3) 4212 — 3+2 -+0= (2 нс 
(2 + 32 —3)23 1+3) z 
De x = 2 se obtiene que z = Ух entonces: 
3 
бх+9) _ 1, € 2с 
(x9) ад. Х 
2 өг-Епсистга | E г. 
sis 
Solución | 
І 
Como n = 8, sea х = 27, entonces x8 = 2, x8 = гу dx = 85 dz. 
7 7 6 
Por lo anterior, tenemos: p < т= 8: 4: == 8: 4: 8| 24: 
di 2—2 duo Jz-1 
ЗЭР | 208 А E а га: 
Al dividir, resulta: ler + ав: 4: e e r 


AA хирээ 


Al resolver directamente la integral 1 por la fórmula 4 resulta: 
8z? 
245.995. 
в [= 4: 3 +С 


Para la integral 2 se aplica el caso Ш del método de integración de fracciones racionales, resultando: 


822 8 Аг+В | Cz+D 


2-1 (2+M2-1 (2-1) (2-1) 





(1) 


AI quitar denominadores se obtiene: 
822 = (Аг + BX2? — 1) - (Cz + DX? +1) 
82? = Ag — Аг + Bz? —В+ С: +С2 + D? + D 
822 = (А + C) +(В + Dz? -(C A)z+D-B 
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2 UNIDAD 


САСО INTEGRAL 


Para determinar los valores de las constantes se plantean las siguientes cuatro ecuaciones simultáneas: 
A+C=0,B+D=8,C-A=0yD-B=0. 


Resolviendo el sistema de ecuaciones simultáneas se obtiene que A = 0, В —4, C -0y D — 4. 
Sustituyendo estos valores en (1), obtenemos que: 


82 (00:44, (c4 
z-1 (2-1) (2-1) 











Por lo tanto, la integral 2 queda expresada como: 


24 = 
г ы «Таз si" qu 


—— ыш. 











Рага la integral 2а se aplica directamente la fórmula 18, lo que resulta: 





4f dz = 4агс!ап z + C 
+1 


72 


Para la integral 25 se aplica directamente la fórmula 19, lo que resulta: 





1-1 
=з —— |+С = 2Inj ——|-4- C 
FE EE 4 ЈЕ Ир 


Al escribir de forma unificada el resultado de las integrales 1, 2a, 2b se tiene: 

















6 
с a 87 далап: + 21021 |с 
241 
1 3 
De xë = z se obtiene que 27 — xë, entonces: 
3 р 
B — 
Я S EE даап? + 217, cima +C 
x8 — x8 Б E +1 





Caso |! 


Una expresión que contiene únicamente potencias fraccionarias de а + bx puede transformarse en forma 
racional mediante la sustitución a + bx = 7”, siendo n el menor denominador común de los exponentes 
fraccionarios de la expresión a + bx. 

En este caso, tanto x como dx y cada radical pueden expresarse racionalmente en términos de la 
variable z. 
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UNIDAD 2 
Métodos de integración 





«Encuentra f x3fa + x dx. 
Solución 
La integral propuesta también puede expresarse por: Ја + “У Como п = 3 ѕеаа +х = г, х = 7 –а, 
РИ A 
Por lo anterior, tenemos: 
| ха xd с Зо) = | 0326 — заза = 3 | 254: — За | гаг 


! 2 








Al resolver directamente las integrales 1 y 2 con la fórmula 4 se tiene: 


7 24 == 4 
3| ёас-за| 24; 35-36, 002 Паг 
! 





reas _тау+С 
7 4 28 28 


4 
De (а + x) = z se obtiene que 2' = (а + x)! y como z = a + x, entonces: 


4 4 
Г атха 289 ia лас T9 да 4 470) C 


4 
E fxvarx = a+) ах — За) +С 





2 Ф •. Encuentra | (Лех) 


(1-х-1) 
жин чэн 
La integral propuesta también puede expresarse por: | == como n = 2, sea 
(1+0=2,dx=2z dz y (1 Р lao? 1 


Por lo anterior, tenemos: 


1 
[а ila (2+ 02) (22--2)4: 
FA ГР ељ Ww. 


larg Ё 


Al dividir resulta: 


(22 + z)dz 
AS E 2 
(2—1) Је ý 








а:= о Јавља ја Ј 2, 
Ето УВ 





2 
(4—1) 


Al resolver directamente la integral 1 con la fórmula 4, resulta: 
2 | zdz—z^4-C 
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2 UNIDAD 


CÁLCULO INTEGRAL 


Aplicando la fórmula 1 directamente en la integral 2 se tiene: 
4 | &=4@+С 


Al resolver directamente la integral 3 por la fórmula 5, resulta: 





dz 
4 AG Dc 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene: 


=22 442 44In(2-1)4+C 
(2—1) 


! 
Dado que z = (l +x)? y z? = (1 + x), entonces resulta: 


х JA asa fies ames ec 





EJERCICIO 13 
s 1. Comprueba las siguientes integrales indefinidas, aplicando el método de integración por racio- 
? nalización. 
Escribe los números 
NE 
Сере tit 1-41-1 
пре 
Compelencias 2. ST a EE +C 
disciplinares y6 Fx x? 5 
dt 
= 20] + Jt) +С 
Fen па + Vr) + 
Ї dx AIRE suli, 
ах _ "VAI +1 





.......................“. 








5. [> -dx = Nx — 2arctanyix +C 
ла 44 4 (а на) 

я 2 y 
У 13 +1 
: n Jj dy 2 
: : —; = 2arctan Ју 4-1 +С 
: (y+D2(y+1)? 
: 1 1 4 
: 8. $ E г=2\/у+4у4 +1m( y+—1) +С 


y? — y4 
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3 
9, Јел —x3 dx = 2а =P] (2+ 3х3) +С 


ах 4х--2 2 
10. jm +C 
li 2)/х-2 Мх+2 sui 
11. er 
(x-D2 + (x 4-4 


-10(2/Х2-х-1-2х-1) -С 


12: 


ах 
ua 


1 
ade 6l 62 1 3 








i 
34 x2 


16. 2/24 + 2413-4 + 44/2 In 





di 
Fg 
NTE 


1+Yu+a 





(x 4- 4)x + 2)? 


y en plenaria discute tus resultados. 





....................................................................................................... 


2 
í f & PR 
t—13 (Ax 4-2 
dx ydy 
5. falla д f 
Ja =й) бсн 
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1 ! 
A -4a амо +С 


3 
13. fer +4dt = e +4) (151* — 48r? 4-128) + C 


14. Г-239 Ed + 2х2 — 6х6 + 6arctan 
1+ хз 
3 
15. авд —3x 4-18 /x — 54In(34- Jx)-- C 


Fi) 
1-4 


17. (oxide TER va [e.c 


18. == йн ura) За +3In(14+Yu+a)+C 


1 
x2dx 1,|4Х-1| 3 E 
fu. пој "imam Ы 


20. fee 24x32 + ана 77 +E 


UNIDAD 2 


Métodos de integración 


Il. Encuentra cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por diferenciación 


(ви 


1 
6+ 


(x 4-3)dx 


T 
(x + 6x +4)? 
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га 


кә! wol 


(a+ Ы) 
dx 
| РН 
Ex l9+(205| 
dx 


1 
(x--D4 — (+ 


: ах 
: $. = 10. 
Е Iz 
E 11 
EE 
9. EE 12. 
(х--2Хх--1)2 


5 
4 


di 
3 


1 
(t—2)? —(1—2)4 
ах 
14. ——— 
bt 


(t 4- 2) dt 
15. —— 
] -1-3 


© Verifica tus resultados en la sección de respuestas.» ооо ооо вое ооо ооо вооон а 
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Autoevaluación 





1. Encuentra cada una de las siguientes integrales indefinidas por el método de sustitución 
algebraica y comprueba los resultados por diferenciación. 


{7—1 


vela dE cL УНЕ 
Je —3t--16 


senx 
b дэгээ 
) T 1 + cos?x 





9 ] 1 F * 


2. Encuentra cada una de las siguientes integrales por el método de sustitución trigonométrica 
y comprueba los resultados por diferenciación. 


dx 
Ja 


а 4: 
9 f МА 92 





t 
9 ен e 


3. Encuentra cada una de las siguientes integrales por el método de integración por partes y 
comprueba los resultados por diferenciación. 


a) | 3w cos 2wdw 


dx 





блату X 
b) | xX [x2 —1 
м 
o ju 
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. Encuentra cada una de las siguientes integrales por el método de integración de funciones 


racionales por fracciones parciales y comprueba los resultados por diferenciación. 


DD =н. Зт +1 


ат 
m? — 6m? + 8m 


b) poa HH 


х+8 
dx 
9 aaa 2x4 + 1? 


. Encuentra cada una de las siguientes integrales por el método de integración por racionali- 


zación y comprueba los resultados por diferenciación. 


dx 
I3 
dt 


) —— АШИДЫ; 
> 


8 pues 


sen*z 
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Integración de funciones 








Stricas 


igonomé 


ЇГ 
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Evaluación diagnóstica 





1. 


Completa las siguientes identidades trigonométricas. 
а) senmucosmu = 


Б) == сот + пји + 1 cosim — n)u 


C) cosmucosmu = 
1 1 
d) = ——sením + n)u — —sen(m — n)u 
— e 2 2 
Completa las siguientes fórmulas de integración directa. 


a) f senmusennudu = 


БН cos(m + n)u | cos(m — пи 
» E = (m+n) 2(m — n) 


c) T senmucosnudu — 


sen(m--n)u | sen(m — n)u 
4) > = 2(m 4- n) 2(m —n) 
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Integración de funciones 





trigonométricas 


Propósito de la unidad 


Que el estudiante: 


Conozca la forma de integrar fácilmente 
diferenciales trigonométricas al transfor- 
marlas en integrales inmediatas. 

Utilice identidades trigonométricas para 
poder aplicar las fórmulas del formulario 
general de integrales inmediatas. 

Maneje los diferentes casos para la inte- 
gración de funciones trigonométricas. 
Realice comprobaciones de integrales utili- 
zando los distintos casos de la integración 
de funciones trigonométricas. 


Competencias disciplinares 


. Construye e interpreta modelos determi- 


nistas mediante la aplicación de problemas 
algebraicos y geométricos para la com- 
prensión y análisis de situaciones reales о 
formales. 

Propone, formula, define y resuelve dife- 
rentes tipos de problemas matemáticos, 
aplicando diferentes enfoques. 


. Argumenta la solución obtenida de ип 


problema, con métodos numéricos, gráfi- 
cos y analíticos, mediante lenguaje verbal 
y matemático. 


8. Interpreta tablas, gráficos, mapas, textos con 
símbolos matemáticos y científicos. 


< Contenidos que aborda la unidad 


Ка <=. 
Contenidos 
conceptuales 


Integración de productos de potencias impares de senos y cosenos 

Integración de productos de potencias pares de senos y cosenos (por medio de 
ángulos múltiplos) 

Integración de productos de funciones seno y coseno con diferentes argumentos 
en la misma variable 

Integración de potencias de la función tangente o cotangente 

Integración de potencias de la función secante o cosecante 

Integración de productos de potencias de tangentes y secantes o cotangentes y 
cosecantes 





Distinguirá y utilizará la identidad trigonométrica adecuada para transformar una 
diferencial trigonométrica en una integral inmediata. 
Identificará y aplicará el caso adecuado para la integración de funciones trigo- 


Resolverá y comprobará integrales de funciones trigonométricas utilizando los 





Colaborará con sus compañeros al resolver problemas. 


Contenidos 2 
P procedimentales 
Р LI 
, * 
, nométricas. 
. 
diversos casos. 
Contenidos > 
actitudinales * Respeto al trabajar en clase. 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 


Aprenderá a valorar el trabajo de sus compañeros al resolver problemas. 
Contribuirá con ideas de manera crítica y acciones responsables a la hora de 
trabajar en equipo. 
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Integración de productos de potencias impares de senos y cosenos 


Algunas diferenciales trigonométricas pueden integrarse fácilmente transformándolas en integrales inme- 
diatas por medio de reducciones trigonométricas sencillas. 


Caso | 


Integrales de la forma | sen” udu, | cos" udu o | sen" и cos" иди, donde el valor de m о п son enteros in- 
dependientes, pero alguno de los dos es impar y positivo. 





EJEMPLOS 
2 = 
*Encuentra | sen" ax dx. 
Solución 
La integral propuesta tiene la forma | sen” и du, en donde т = 3 y satisface la condición del caso |. 
Al factorizar el integrando se tiene: | sen' ахах = | зеп^ахвеп ахах. 
Aplicando la identidad sen? ax = 1 — cos? ax resulta: 
| хабахаспахах == f 1— cos” ax) senaxdx 
Multiplicando se tiene: 


Ја — eos ах)ѕепахах = f вепахах — f cos? axsenaxdx 


1 2 





Al resolver directamente la integral 1 por medio de la fórmula 8 resulta: 
| senaxax — —loosax + С 
а 


La integral 2 tiene la forma | sen” u cos” и du, еп donde п = 1 y satisface la condición del caso |. Para su 


solución se identifica: 
у = совах 


ду — —asenax dx 


Aplicando la fórmula 4 en la integral 2, resulta: 


3 
O S99 x үр 
3a 


(cos ax)?! 


— [ cos? axsenaxdx - 1: 
а 2+1 








Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 


costax соѕах 


Ss Ї sendax dx = = : 


41€ 
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2 9* Encuentra | sen? 5х cos 5x dx. 
Solución 


La integral propuesta tiene la forma | sen" и cos" и du, en donde т = 3 y satisface la condición del caso |. Para 
su solución se identifica: 
v=sen5x й--3 


dv = 5cos5x dx 
Aplicando directamente la fórmula 4 resulta: 


1[(senSx)}?! 
3-1 


_ sen*Sx 
20 





s № зеп SxcosSx dx = 








5 





3 es-Encuentra у сов "xdx 
sentx 
Solución 


Al factorizar el numerador del integrando, tenemos: 





Г cos?x dx pa cosìxcosxdx 
sen*x sen*x 
Aplicando la identidad trigonométrica cos'x = 1 — sen'x resulta: 


cos? x cos x dx ESS —sen?x)cos x dx 
^ вех = sentx 
Multiplicando se tiene: 


2xcos xdx 


Ге Че үрээ 


sen*x sen*x 





sen?x 


(1 — sen?x)cos x dx 
Ј =: [sn *xcosxdx — | sen ?xcosx dx 
sen*x 3 








| La integral 1 tiene la forma 4 sen” и cos” и du, en donde n = 1 y satisface la condición del caso |. Para su 





| . solución se identifica: у —senx n=-4 
| | dv = cosxdx 
Aplicando directamente la fórmula 4 resulta: 
(sen x) ++! 1 
*xcosxdx = —————— + С —— T 
| sen xm —4+1 3sen?x 
La integral 2 tiene la forma | sen" и cos" и du, en donde n = 1 y satisface la condición del caso |. Рага su 
solución se identifica: У = ѕепх п=—2 
dv = cosx dx 


Aplicando directamente la fórmula 4 resulta: 


2H 
— se Ч oye 


— | sen 3xcosxdx = — 
-2-1 sen Xx 
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Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 


ЕЕЕ 1 1 





sentx senx 3senìx 





Utilizando la identidad trigonométrica csc x = ‚ el resultado final también puede expresarse como: 
senx 


3 
fe xdx олов 
sen*x 3 


4 Фе. Encuentra | cos' x sen? x dx. 
Solución 


Esta integral tiene la forma | sen" u cos" и du, en donde т = 3 y satisface la condición del caso |. Para su 
solución se factoriza la función sen! x del integrando resultando: 


| cos'x sen^x dx = f cos x sen'x sen x dx 
Utilizando la identidad trigonométrica sen^x = 1— cos^x resulta: 
Joos's sen x sen x dx = Гоо" (1— cos?) sen x dx 
Multiplicando se tiene: 
| соёха — cos?x)senx dx = | eos*xsenxdx - | совехзепхах 
м 
Al resolver directamente las integrales 1 y 2 por medio de la fórmula 4 resulta: 


cos? x cos'x 








| costxsenxax == +€ y — | соз°хвеп хх = +С 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 


cos'x cos? 


7 5 


X 





+C 





if cos*xsen?xdx = 
5 Фе. Encuentra Ї со8 dz. 
Solución 


La integral propuesta tiene la forma | cos" иди, en donde л = 5 y satisface la condición del caso |. Al fac- 
torizar el integrando, tenemos: 


| cos 242 = | (сов 7) cos z dz 
Utilizando la identidad trigonométrica cos'z = 1 — зеп 2 resulta: 
| (cos 2) coszdz = | (1 — зеп 2): coszdz 
Desarrollando el binomio al cuadrado, se tiene: 
fa — senz) coszdz = Sa — 2 sen'z + sen'z)coszdz 
Multiplicando se tiene: 


_Га- 2sen?z + зе‘ сова = f coszdz —2 | sen?zcoszaz + f'sentzcoszdz 
! 2 3 
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Al resolver directamente la integral 1 por medio de la fórmula 9 resulta: 
| coszdz = sen z + C 
Las integrales 2 y 3 tienen la forma f sen” u cos" u du, en donde n = 1 y ambas integrales satisfacen la 


condición del caso 1. 
Al resolver directamente las integrales 2 y 3 por medio de Та fórmula 4 resulta: 


2sen?z sen?z 














—2 | sen?zcoszdz=— +C y f'senfzeoszdz = +C 
Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene: 
3 5 
Ј 92d: = senz — жа + = ®+С 


б @e-Encuentra = sero 48. 


ver. 
Solución 


Al factorizar el numerador del integrando tenemos: 





Tes 54 т „| зена 
E ycos@ 


Utilizando la identidad trigonométrica sen? 0 = 1 — cos? 0 resulta: 
(56120)? зеп0 do (1— с0520)25еп 040 
gem genome 
Desarrollando el binomio al cuadrado se tiene: 
fuae anm а- = ѕепба0 | -f (1 — 2cos?8 + со$*0)5еп0 49 


così 


Multiplicando se tiene: 





| | || 2 4 cos? cos* 
| Р 2со870-4-со820)ясп040 SS Боож + ЈЕ wu 


5060 


= foso i 040 — i ÜsenÓ 40 + si 940 
| 5 3 
Las integrales 1, 2 y 3 tienen la forma | sen" и cos” и du, en donde т = 1 y todas las integrales satisfacen 


la condición del caso 1. 
Al resolver directamente las integrales 1, 2 y 3 por medio de la fórmula 4 resulta: 


I 
| (соб) 2вепдад = —2,]соѕ0 + С 


7 
+C y f созгезспвав = GEM, C 





5 
2 4с052 0 
q | со8208сп040 = — : 
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Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral. se tiene que: 
5 9 








ѕеп20 40 4со820 2сов20 
- –24 0 --»-ы-04С 
| così pe 5 9 id 


cot y dy 


[sen y ` 


q ; : Е РА сову 
Aplicando la identidad trigonométrica cot y = ——— resulta: 
sen y 





7 @°-Encuentra f 


Solución 


COS y 


Jom peer | = | 2535. Га inc 


¡sen y ¡sen y senîy 


La integral resultante tiene la forma | sen” u cos" u du, en donde л = 1 y satisface la condición del 
caso 1. 
Al resolver directamente la integral por medio de la fórmula 4 resulta: 








2 


¡sen y 





3 
| sen зусовуду--- +C 





" ү со! уау 2 


Jeny em "© 





EJERCICIO 14 


1. Comprueba las siguientes integrales de productos de potencias impares de senos y cosenos (caso |). 


...... 



































—-— | Гоха ах “24 c 6. | хадаас = s ems + С 
Competencias 
жие 2. | соз?хзеп?хах ER = +С 7. | соз?2узеп2уду _ Cos*2y +C 
8. | хаёхсов zdz— sen^x +С 8. | sentxcos*xdx 2 sen^x  senx +С 
: 4. fos аван DA EL +С 9. [Eas soc + cost + С 
: s | соз?хзепхах = MOI 10. | sen20cos2040 = e 
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plenaria discute tus respuestas. 
tan x dx 


ycosx 


così 3x dx 
3/sen 3x 


semx dx 


Усов х 


4. [ж 





] 
] 





ysen2x ysen2x 

















. Encuentra cada una de las siguientes integrales у comprueba los resultados por diferenciación y en 


6. | cos! 2xdx 
7. f cos? mx dx 
8. | sen? 0 cos? d@ 


9. 


| [сох зп? xx 
10. Л Узепх соѕ?2хах 


14/2/2017 Bibliotechnia - 
UNIDAD 3 
Integración de funciones trigonométricas 
3 3 3 
s 11. /[зеп$®аб = — cost 2со6:5 cow? ү 
: 3 3 
: 2 $ 1 
: 12 fra  Ssenix  3senix 3senix с 
: 7-9 3fsenx 2 4 14 
Р 2sen? * 
: 13. Jes 54x = 2sen7 — 2 с 
: : А asen? — asen х 
. t- ео: paa === - С 
: 14. fos sen 3 = + 
. 3 4 
: 15. | хадтхсов med = -25E ES IS uo 
: 3m 5m 
: 5 _ cos(a+bx) 2cos*(a + bx) s cos? (a + bx) 
; 16. | ха (а + bx)dx = — E ü +С 
è 2 8 
3 17 =. 3cos32y | c. 
: | Ycos2y 4 16 
: sen” У2хах _ rem cali 2х _ ай 2x 
2 18. X+- TE A 
: Far y cos2x 5 9 
: 3 5 7 
5 19. | зеп2хоовэхах = MT 2800 х зеп X uc 
5 3 5 7 
: 4 ё 8 
: 20. || sent3rcos rar 7 3x sen Зх | sen 3x LC 
: 12 9 24 


| sen? 3x dx 
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2. | sen^7 dx 17. f'ifcos2y sen? 2ydy 


13. Ñ cos?20sen? 2040 18. | sen x cos x dx 
14. | хатсовт 19. | хаёхсоё хах 
sen?x dx 
15. шээсэн Tt 
f calli 20. | sen 3 dx 
32x dx 
16. [== à Txcos*x dx 
E n m 21 | зеп XCOS^X 


© Verifica tus resultados en la sección de respuestas. ....... 


Integración de productos de potencias pares de senos y cosenos 
(por medio de ángulos múltiplos) 


Caso Il 


Integrales de la forma | sen” и du, | cos” u du o [ sen” и cosu du, donde el valor de т y п son enteros 
pares y positivos. ! 

Es necesario tener presente que cuando т о л son números pares positivos, el mejor método de solu- 
ción es el del caso |. 

En este caso ЇЇ, la expresión diferencial trigonométrica dada puede transformarse mediante sustitu- 
ciones trigonométricas, en una integral inmediata que contiene los senos y cosenos de ángulos múltiplos. 


Identidades trigonométricas por aplicar 


sen2x 
1. sen2x = 2senxcosx la. — A 


1 1 
i 
2. sen^x = 2 зовж 3. costs = +7 00s2x 


EJEMPLOS 


o 
Ele Encuentra | sen? ах dx. 


Solución 


La integral propuesta tiene la forma f sen” u du, en donde m = 2 y satisface la condición del caso ЇЇ. 





Utilizando la identidad trigonométrica: sen?ax = 5 - хөө 2ax resulta: 


mi | задахах = fies 
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Al multiplicar se obtiene: 


] 2 ? 2 2 
1 2 


Al resolver directamente la integral 1 por medio de la fórmula 1 resulta: 
1 Х 
-|4х---С 
2 ] 2 


Aplicando la fórmula 9 en la integral 2 resulta: 








i 42 
2 @e-Encuentra fos 7 ах. 
Solución 
La integral propuesta tiene la forma J cos" и du, en donde n = 4 y satisface la condición del caso Il. 


2 
Al factorizar el integrando tenemos: | [cos хүд = | [cos z) dx 


Aplicando la fórmula cos? 5 = i + gest resulta: 


2 2 
е5) de +2) dx 
Desarrollando el binomio al cuadrado, se tiene: 
11 | 11 Е 
f —+— cosx dx — f|- —cosx + —сов x|dx 
2 2 4 2 4 
Multiplicando se obtiene: 
1..1 1 1 1 1 
14 cost + q costa јак — dx+— | cosxdx+— | cos?xdx 
Л 2 4 si Al 3i 
| 2 3 


Al resolver directamente la integral 1 por medio de la fórmula 1 se tiene: 





1 = 
— | dx==4C 
4 ] 4 
Aplicando la fórmula 9 en la integral 2 resulta: 
1 senx 
2 | совхах = +C 
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2 


Para la integral 3, se aplica la fórmula cos? x = i +усоз?х lo que resulta: 


1 2 ; f LE. 1 
1105 xdi Гонок 
Multiplicando se obtiene: 
Ji од ја = “ир инж 
3b 


Al resolver directamente la integral За por medio de la fórmula 1 resulta: 
1 х 
= |јах=—+С 
8 | 2 

Aplicando la fórmula 9 en la integral 35 tenemos: 


sen2x | c 





1 
Ж T cos2x dx = 
Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 


Гк к. А senx х n MN senx  sen2x 


C 
2 4' 4 6" је 8 TEE НЫ 














З e€* Encuentra | senf zdz. 


Solución 
Observamos que la integral dada, tiene la forma Ї sen” и du, donde т = 6 y satisface la condición del caso ЇЇ. 


Al factorizar el integrando, tenemos: | sen"z dz = | (sen'z) dz. 


Aplicando la fórmula sen?z — : - js 2z resulta: 


Sena = ја 


Desarrollando el binomio al cubo, se tiene: 
f(i- 3s] a = Г» - 500522 + сова ZE E 2: ја: 


Multiplicando se obtiene: 


ПРЕЗЕ ЗЕ ¿lt ыы 





33 fonte! [еюн 
= y 
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Al resolver directamente la integral 1 por medio de la fórmula 1 resulta: 
1 2 
-|4:--4С 
8 ] 8 


Aplicando la fórmula 9 en la integral 2 resulta: 


_ 3sen2z 


€ 
6 


3 
= | совдсас- 
11 
Para la integral 3 se aplica la fórmula: cos?2z = 2 + 004% resultando: 


3 3 к. Я 
ЧЕЧЕ 


Multiplicando se obtiene: 


Ју ома: ја == de + 5 совасас 
3 2 is 


16 
—— —— 
За 3b 


Al resolver directamente la integral За por medio de la fórmula 1 resulta: 


3.Гас-2 26 
16 16 


Aplicando la fórmula 9 en la integral 39 resulta: 
3 3sen4z 
= 4:4:-----0С 
16 | cos4z dz 64 т 
La integral 4 tiene la forma Ї cos” и du, en donde п = 3 y satisface la condición del caso |. 


Al factorizar el integrando tenemos: = 1 с05322 dz = ES | cos?2z cos2z dz 
8 8 
Aplicando la identidad trigonométrica сов 22 = 1 — sen" 2z resulta: 
-$ 0622008224 = Sa —sen?2z)cos2z dz 
Multiplicando se obtiene: 


-g | @—зса?2г)сов2гс = — f совдгй: + | зайдгсовдга: 
За 4h 


Al resolver directamente la integral 4a por medio de la fórmula 9 resulta: 





4 [саз = ENE € 
8 16 
Aplicando la fórmula 4 en la integral 49 se tiene: 


sen? 27 


1 f'sen?2zcos2zdz = +C 
8 
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Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 


< 3sen2z 3z 3sen4z 86п22 sen?2z 


| senza =£- +C 








16 16 64 16 48 








+C 





sf sen? dz = sz = mE + eM + шон 
4 e»-Encuentra | зеп? ax cos? ах dx. 
Solución 
La integral propuesta tiene la forma f sen” u cos” u du, en donde m = п = 2 y satisface la condición del caso Il. 


Aplicando las fórmulas sen?ax = 5 — совдах у cos?ax = 5 + 5 cos2ax resulta: 


| хадахсовдахах = 76-5 cos2ax | + создала 
2 2 
Al multiplicar y simplificar se tiene: 


Л5 5e etj = Гас fons 
| 5 


Al resolver directamente la integral 1 por medio де la fórmula 1 se obtiene: 
1 х 
— јах=—+С 
E ] 4 
Para la integral 2 se aplica la fórmula cos? зах = i + 2 Зах 1о дие гезийа: 
-1 | соёдах = AJ + оозда 
4 | 440 2 
Multiplicando se obtiene: 
ЕЕ. 1 1 1 
JE создала = -ү/4х-,/сомахах 
2а 2b 
Al resolver directamente la integral 2a por medio de la fórmula 1 se tiene: 
1 х 
=> de=- 
8 | 8 » 
Aplicando la fórmula 9 en la integral 2b resulta: 


-1 | соз4ахах so (NE 
8 32a 





+С 
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Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 


2 2 x x sendax x sendax 
2 | хадахсов ахйх------- == 


C 
4 8 За ' 8 a 








Nota: Esta integral | sen” ax cos” ах dx, también puede resolverse por medio de la fórmula 
sen? Јах 





зеп?ах così ах = ‚ es decir: 


sen?2ax dx 


|| зеп?ахсоз?ахах = | à 


Aplicando la fórmula sen?2ax— : costar resulta: 


тее pite 





Multiplicando se obtiene: 
4412 2 08 8 
| 2 

Al resolver directamente la integral 1 por medio de la fórmula 1 se tiene: 

1 x 

-|4х--4С 

8 ] 8 
Aplicando la fórmula 9 en la integral 2 resulta: 


sen 4ax 


С 
3a T 





-jf соз4ахах = — 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 


БА | еп?ахсох?ахах E critic 
8 32a 





e: Encuentra | sent Zoos 340. 


Solución 


La integral dada tiene la forma | sen" u cos” и du, donde т = 4 y n = 2 y satisface la condición del caso Il. 


Al factorizar la función sen? 5 del integrando tenemos: 


2 
front cos 240- f най | e ap 
2 2 2 2 
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Aplicando las fórmulas sen? Zw 3990 y cos? 2- - i T 5000 resulta: 


f [e Е 9-1 [22000] Б $ 1 coso]do 


Desarrollando el binomio al cuadrado se tiene: 


f [i-e] 98 goose ao — f (1300504; DE 22212 
3 2 2 3 


Al multiplicar y simplificar se obtiene: 


fiii сове |2 += gesto - [д ] d0—— г со8040 


2 


-% у cosd +7 | с053040 


ie... I 
3 E 


Al resolver directamente la integral 1 por medio de la fórmula 1 resulta: 
1 0 
z;[40—--4C 
8 ] 8 
La integral 4 tiene la forma eos" u du, donde n = 3 y satisface la condición del caso l. 
” . E 1 3 1 2 
Al factorizar el integrando se tiene: — — | сов"дад = — Т со8“0со8040 
8 8 
Aplicando la identidad trigonométrica сов 0 = 1— ѕеп?0 resulta: 
x воёдсовбад = Sa — sen?@)cos 040 
Multiplicando se obtiene: 


: Ji (1— ѕеп20) совд 0 = + J со8040-18 je всп20сов040 


———— 
| 4а 4b 


Como las integrales 2 y 4a son opuestas, se anulan. 


Para la integral 3 se aplica la fórmula cos! 07-7 cos 20 de lo que resulta: 


If, ( 1 | 
-1 | сом0а0--1 [| + 7 сов20 |ад 
;J 9* iJ ls 2 


Multiplicando se obtiene: 


Ab o or 


3b 
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Al resolver directamente la integral 3a por medio de la fórmula 1 se obtiene: 





1 0 
—— | d0 =—4C 
16 16 " 
Aplicando la fórmula 9 en la integral 35 resulta: 
1 зеп 20 
—— 2040 = — C 
TA bis 32 
Para la integral 49 se aplica la fórmula 4 lo que se tiene: 
-g [ sen*0cosodo= = E +С 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 


Г 40 со? 0 9 0 sen20 send 9  sen20 ѕеп?0 
sen* =d0 = == –—— – +C= 
2 8 16 32 24 16 32 24 








б e%-Encuentra f (| + cost) dt. 
Solución 
Desarrollando el binomio al cubo, tenemos: 
J[ aeos? а = f @+3с051 + 305? t cos па 
Multiplicando se obtiene: 


fa +3 cost + 3cos?t + cost) dt = Јаз f costar +3 f costrar+ | costras 
“үт e A: eee 


Al resolver directamente la integral 1 por medio de la fórmula 1 resulta: 
Ја=1+с 
Aplicando la fórmula 9 en la integral 2 resulta: 3 | cost dt = 3 sen t + C 
| La integral 3 tiene la forma | cos" и du donde п = 2 y satisface la condición del caso ЇЇ. 


Aplicando la fórmula cos?t = 5+ 59021 гезиНа: 


5. 3 
2 — — b 
3 [ eos t= T 5 217 
Multiplicando se obtiene: 


тео fat 5 [esa 
3a 


3b 


Al resolver directamente la integral 3a por medio de la fórmula 1 se tiene: 


3fa=t+c 
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Aplicando la fórmula 9 en la integral 35 resulta: 
3sen 21 





3 
= f cos2tdt = С 


La integral 4 tiene la forma f cos” и du, donde n = 3 y satisface la condición del caso І. 
Al factorizar el integrando, tenemos: f cost dt = f cos't cost dt 
Aplicando la identidad trigonométrica cos't = 1 — sen't resulta: 
| соёссовгаг- [ (1 — sen'tycost di 
Multiplicando se obtiene: 


| а —зепгоусовга = | costat — | зол совгай 


= 
4а 4h 


Al resolver directamente la integral 45 por medio de la fórmula 9 resulta: 
| cos t dt = sen t + С 
Aplicando la fórmula 4 en la integral 4b se tiene: 


sen?! 





-| юайсом = — +C 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 





fa 3t 3sen2t 
4 


3 
+ сов)? dt =1+3s0nt 44 sent T +С 


3sen2f ѕеп?/ 
3 


+С 








Ја со) =% +4зспг+ 


7 ** Encuentra | (sen 2y— cos2y) dy. 
Solución 
Desarrollando el binomio al cuadrado tenemos: 
1 
| (епу —cos2y) dy= | веп2у—2зеп? 2ycos2y+ cos?2y)dy 
Multiplicando se obtiene: 
ł 3 
| бе 2y — 2sen?2ycos2y + cos?2y)dy = | sen 2ydy — 2 | зеп? 2ycos2ydy + | сомдуду 
з FAA AA 
Aplicando la fórmula 8 en la integral 1 resulta: 


ito e 





fsen2ydy=- 


La integral 2 tiene la forma | sen” u cos” и du, donde п = 1 y satisface la condición del caso |. 
Al resolver directamente la integral 2 por medio de la fórmula 4 resulta: 

3 
2sen?2y 


E 
3 Р 


! 
-2 | sen22ycos2ydy =- 
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La integral 3 tiene la forma | cos" и du, donde n = 2 y satisface la condición del caso Il. 


Aplicando la fórmula соѕ22у = 5 + 5004 y resulta: 


Е 
2 и 
| со Јуду = || eos 
Multiplicando se obtiene: 
f +1 cos4y]dy —1 fay+2 | cos4ydy 
4 (2 2 "TO 212, 2 i 
3a 3b 
Al resolver directamente la integral За por medio de la fórmula 1 resulta: 
1 у 
2 J са 2 
Aplicando la fórmula 9 en la integral 35, resulta: 


senáy c 





5 | ostya = 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 


3 


р _ y cos2y 2sen?2y send y 
| (sen2y —cos2y) 9—5 “ЯС — (x 





EJERCICIO 15 


Escribe 


| 


|. En equipo, comprueben las siguientes integrales de productos de potencias pares de senos y cosenos 
(caso 11). 




















correspondientes ЮЙ [ossa 3 925 үс 
Competencias 
y sen2y 
2. ?ydy — —— 54C 
Competencias | хадуду 2 4 
: 3: | зета == 82025 ү senta +C 
: 8 4 32 
: 4. fortra ЭХ 028 RS (с 
9 8 4 32 
| 5. J sentxcostrdr — —— т" +С 
: 5х sen2ax | 3sendax ѕеп?2ах 
: 6. ino e ны 
: Par ARA 
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5х | зеп4х | 3sen8x  sent4x 














у. | совегха — + +С 
16 8 128 96 
oniX 2Х, X sen2x 
8. | ка 50€ “эрийн x» +C 
Зу sen2ay | senday 
9 n*aydy = — — —— — - 
Jsentay 8 da 32a 
1 6x 
10 захд ЭЭ ЭХ үр 
| сов X 3t 12 + 


Зх | sen2ax 2 sen4ax 


11. | соз*ахах = + +C 
8 4a 32a 








12. [[зеп*2хсов42хх = 35. _ 52182 | зөөх 
128 256 2048 








Sz sen?2z 50042 5682 
13. — ИМ _ 52042 sen&z |. 
| хвёссоё zaz 128 48 18 104 





3 




















14, (459 25000) d0=20+sen0—sen20 "2 С 
3 
15. fsentrcostrar—=L— 04! _ sen 2 од 
16 64 48 
2 Эх sen2x 
10. | Q5» dx=—+4cosx— LE 
2 
3 
17. Г зеп? 2xoos*2xdx == 77 4х sen8x 
6 96 128 
sen? 
18. [erii osi = Ey 2908 2 2142 с 
8 3 32 


И. Encuentra la primitiva de cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por 
diferenciación y en plenaria discute tus resultados. 


....................................................................................................... 


1. ф sent mx dx 4. Ч ѕеп2 х соѕ2 хах 
х х 
2. sen? 3x dx 5. sen* cos? — dx 
3. f costaxdx 6. Ї sen*2x cos$2x dx 
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: 7. f a sen? ах 10. ог at 


8. | (епах — cosax) ах 11. | (соз?х + зепху dx 
9. | eos2y — 2sen 2у) dy 12. | хаёлхсоёдт хах 


© Verifica tus resultados en la sección de respuestas. Ри 


Integración de productos de funciones seno y coseno con diferentes 
argumentos en la misma variable 


Caso ||| 


Integrales de la forma | sen mu cos пи du, | sen mu sen nu du, | cos mu cos пи du y | сов ти еп пи ди, 
donde т у n son enteros tales дие m > n. 

En este caso, la integral trigonométrica dada se puede transformar, mediante sustituciones trigonomé- 
tricas, en una intégral inmediata que contiene la suma o diferencia de senos y cosenos. 


Identidades trigonométricas por aplicar 


1 1 
1. senmucosnu = gm + пји + anta —п)и 


2. senmusen nu = -L costm +n)u + cost —п)и 


= 


3. cosmucosnu = gem +n)u + сои —п)и 


4. cosmusennu = sen + пји — „епп —п)и 


Fórmulas de integración directa 


cos(m+n)u  cosím—n)ju 
Xm-n) | Xm-n) 
E sen(m-4-n)u | sen(m — n)u 
2(m 4- n) 2(m—n) 
sen(m-F-n)u | sen(m — п)и 
2(т+ n) 2(m — n) 
cos(m--n)u | cos(m — пи 
2(т+ n) 2(m — п) 


1. | senmucosnudu =— 
2. | senmusennudu— 
+C 


3. | cosmucosnudu = 


4. | cosmusennudu =— 
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EJEMPLOS 
^ ES 





*Encuentra f sen 3x cos 5х dx. 
Solución 
Se debe ordenar el argumento de Та integral propuesta, es decir: 
/ sen 3x cos Sx dx — | cos 5x sen 3x dx 


Ahora, la integral tiene la forma | cos mu sen nu du. donde т = 5 y n = 3 y satisface la condición del 
caso Ill. 


а) Solución por sustitución trigonométrica 


Aplicando la identidad 1, cos musen nu = 5 пт +л)и — gsenim —n)u resulta: 


| «взххазхас- [| зо Эх чет Эх ах 





Multiplicando se obtiene: 


| зөн --Эл-1зсн5-3х 





dx — 7 | юайхас- | кадхах 


1 2 


Aplicando la fórmula 8 en las integrales 1 y 2, resulta: 
1 cos8x 1 
; | еп8хах = —— ре +С у 75 J 02:4 = 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 


cos2x +ë 


cos8x | cos2x 


e 
16 a 7 








ES | sen3xcosSxdx= - 


Б) Solución por fórmula de integración directa 


Aplicando la fórmula 4 de integración directa resulta: 








[[сов5хвеп3хах = — 50 tx соз(5—3)х | c 
2(54-3) 2(5—3) 
х, | хахсовзхах - == X +С 


e» Encuentra f sen 4zsen3zdz. 
Solución 


La integral propuesta tiene la forma f senmusennudu, donde m = 4 y n = 3 y satisface la condición del 
caso III. 
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a) Solución por sustitución trigonométrica 
4 ГЭР” 1 1 
Aplicando la identidad 2, sen musen nu = =” + пји +  --— —n)u resulta: 


| хамгаа 354 = Л өнө +3) + god — уда 


Multiplicando se obtiene: 


| 


Aplicando la fórmula 9 еп las integrales 1 y 2 resulta: 





1 1 1 1 
-;оч4+3):+ соң De de = -5 f esr +2 [ сокс 


sen7z 
14 


AI escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 


+€ y [соз = c 





EXE === 


sen7z А =: "m, 





г. f sen4zsen3zdz =— 
b) Solución por fórmula de integración directa 


Aplicando la fórmula 2 de integración directa resulta: 


_ sen(4+3)z , sen(4 —3)z 


|: sen4zsen3z dz = 
2443) 2(4 —3) 


sen7z 4 senz +C 


E | 5е145 52132 dz = — 2 


3 өе-Елсисшга Јо 41 cos 21 dt. 
Solución 


La integral propuesta tiene la forma | cos mu cos пи du, donde т = 4 y n = 1 y satisface la condición del 
caso Ill. 


а) Solución por sustitución trigonométrica 


Aplicando la identidad 3, cos mu cos nu — 5 от +л)и + ges —n)u resulta: 


| сова совга! = Гоа +1) +3cos(4 — pa 
Multiplicando se obtiene: 


1 1 1 1 
f [eost i Testa - jar => f сов5й 7 f'cos3rar 
1 2 


Aplicando la fórmula 9 en las integrales 1 y 2 resulta: 





1 sen 5! 1 sen3t 
- 54----4С - 3tdt = +C 
sf sa 10 К Л о 6 
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Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 


80051 | sen3t 
6 


TE 








fcos4rcostdt= 


b) Solución por fórmula de integración directa 


Aplicando directamente la fórmula 3 resulta: 
sen(4--1)! | sen(4—1)t 


С 
2(4+1) 2(4—1) 7 


| sosteostat = 


4€ 





| cos4tcost dt = ах + шил 
10 6 


4 өе-Еплсисшга Ї sen 7y cos 3y dy. 
Solución 


La integral propuesta tiene la forma | ! sen mu cos nu du, donde т = 7 y n= 3 y satisface la condición del 
caso III. 


a) Solución por sustitución trigonométrica 


Aplicando la identidad 1, senmucosnu = 22 +n)u + пет —n)u resulta: 


Ssentycos3ydy= f [entr 4-Зуул-лэан7-Зуу ty 


Multiplicando se obtiene: 


] 


Aplicando la fórmula 8 en las integrales 1 y 2, resulta: 





узе + 3)y essen 9) ty = f'sent0ydy +3  хадуйу 


! 2 


соѕ10у 
20 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 





1 1 
5 | sentoydy=- +C y > f'sen4ydy- — 4€ 


соѕ10у cos4y 
20 8 








А | зеп7усов3уду =— 


b) Solución por fórmula de integración directa 
Aplicando directamente la fórmula 1 resulta: 


_ сов(7+3)у cos(7—3)y 








| зеп7усозЗу4у = +C 
207--3) 2(7—3) 
2: | «а7усовЗуду == € — == TC 
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Solución de integrales combinando los casos Il y III 








EJEMPLO 
ә 2 


«Encuentra | (зеп 2х — sen 6x)! dx. 
Solución 


Desarrollando el binomio al cuadrado tenemos: 
| беп2х —sen6x)? dx = Sena —2sen2xsen6x + sen? 6x) dx 


Multiplicando se obtiene: 





| (sen? 2x — 2sen 2xsen6x + sen°6x) 4х = | sen?2xdx —2 | senéxsen2xdx + | sen?6xdx 
use: Gs шинж c 


5 3 
La integral 1 tiene la forma | sen” и du, donde т = 2 y satisface la condición del caso ||. 


Aplicando la fórmula sen?2x = i - „со 4х resulta: 


Га [| ess јах 


Multiplicando se obtiene: 


т Таљ F rR. 6-1 cos4x dx 
Ha 2 aps AA 


la lb 


Al resolver directamente la integral la por medio de la fórmula 1 resulta: 
1 х 
= | %=-=+С 
2 ] 2 

Aplicando la fórmula 9 en la integral 1b resulta: 


sen4x 4C 





$ costras = © 


La integral 2 tiene la forma | sen mu sen nu du, donde m = 6 y n = 2 y satisface la condición del caso Ill. 
Aplicando directamente la fórmula 2 resulta: 
_ зеп(6 + 2)х + sen(6 — 2)x 

2(6+2) 2(6-2) 
ѕеп8х ѕеп4х 
л шинэ 


-2 f ѕепбх sen2x dx — —2 





-2 | senex sen2x dx = +C 
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La integral 3 tiene la forma 4 sen и du, donde т = 2 y satisface la condición del caso ЇЇ. 


Aplicando la fórmula ѕеп26х = i IE resulta: 
| хадвхах = Г-та 
2 2 
Multiplicando se obtiene: 


1 dou dcl di cosI2x dx 
ЇР 2 215 3 


3a 3h 


Al resolver directamente la integral За por medio de la fórmula 1 resulta: 
1 x 
= | %=-+С 
2 ] 2 

Aplicando la fórmula 9 en la integral 35 resulta: 


senl2x | 





1 
-3 J вом2хак-- = 
Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 


sen4x  sen8x sen4x х senl2x 














| веп2х —sen6x)? dx = 5 - 


8 8 4 2 2 
Звеп 4 8 12: 
г. [[веп2х-зепбх!ах=х-———=+=———==—— 
8 8 24 





EJERCICIO 16 


1. Comprueba las siguientes integrales de productos de funciones seno y coseno con diferentes 
argumentos en la misma variable (caso III). 

















тим ини? cos6x  cos2x 
= |. | cos2xsen4xdx = — -- а 
Competencias 12 4 
30 0 
80030 sen 
2. 0соѕ2040 = ЖӘЙ е 
Competencias fos cos 6 + 2 
3. | совЗхсовдхах = sense sen с 
10 2 


sent | sen3t 











4. 18604141 = — --0-С 

| sen 5еп 10 = 6 + 

5. J sensxsen3xar = SMI E 
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со85у созу 
10 2 








6. | sen2ycos3ydy =— +C 


2 cos(a + b)x 2 cos(a — b)x 


T. | senaxcosbxax = 
2(a 4- b) 2(a —b) 


TC 


E cos(m+n)x | cos(m — n)x 


8. | созтхзепихах = мн 
2(m 4- n) 2ím — n) 


9, | бепх + eos2:9? dx = span ж nenita 


€ 
3 2 8 * 











3 9 
send у ы 2sen3y ы зеп2у 


10.  созу+ 2es2 dr = + 2seny+ 3 2 


+C 


зеп 47 cos5z $епбт 


cosz— +C 








5 12 





11. || (9522 — sen3z az =2+ 


12. [Gens sen aya, = EE, MITE Sene e үс 


Il. Encuentra cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por diferenciación y en 


plenaria discute tus resultados. 


1. | зспбхзсп4х 4х 7. | (sen32—sen22) 4: 
2. | соввусов5уду 8. | (совлх — зептх)? dx 
+ | sen4t cos6t dt 9. | (зеп Ру —cosay)? dy 
4. | совхсовЗхах 10. | (3cosx +2соз5х)? dx 
5. | кахсовзхах 11. f(sen40+3sen0)? 40 
6. | зеп4хзеп7хах 12. | ёсовбх + соз2х)? ах 
© Verifica tus resultados en la sección de respuestas. +... «eee s | è 


Integracién de potencias de la funcién tangente o cotangente 


Caso IV 


Integrales de la forma | tan" u du o | cot" и du, donde n es un entero positivo. 
En este caso, la integral trigonométrica dada se puede transformar en una integral inmediata mediante 
sustituciones trigonométricas sencillas. 
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*Encuentra | [ (ап? 27 dz. 

Solución 

La integral propuesta tiene la forma | tan" u du, donde п = 3 y satisface la condición del caso М. 
Al factorizar el integrando tenemos: | tan*2z dz = $ tan?2z tan 2z dz. 


Aplicando la identidad tan” 2z = sec? 2z — 1 resulta: 


forz (ап 22 dz = Јес? 22 — Dtan2z dz 
Multiplicando se obtiene: 
| Sec 22 — Dtan2z4z = f tan2zsec?2zdz— | tan2z4: 
i 3 
Al resolver directamente la integral 1 рог medio de la fórmula 4 resulta: 


2 
tan 22 с 





fran 2zsec?2zdz — 
Aplicando la fórmula 14 en la integral 2 resulta: 
— | tan2zd = 5 Incos22 +С= —Insec22 +С 
Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 


2 2 
м Sram ade = 9825 + imcos22+C= ~ 2 у Imsec224+C 








2 eeEncuentra. [соб ах. 
2 foe: 
Solución 
La integral dada tiene la forma f cot" u du, donde n = 5 y satisface la condición del caso М. 


Al factorizar el integrando tenemos: | соб = dx — jJ. со № cot? = ar. 
2 2 2 
Aplicando la identidad cot? 5 = cot? = —1 resulta: 


fo 2 сое = ах = fow ae © Ја 
2 2 2 2 
Multiplicando se obtiene: 


Јове Zoe Пк = f ones žar- | сар ах 
2 2 2 2 2 


1 2 
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Aplicando la fórmula 4 en la integral 1 resulta: 


4% 
2 





Scott Tese? ах =— +C 
2 2 


La integral 2 tiene la forma J cot" u du, donde n = 3 y satisface la condición del caso М. 


Para su solución se factoriza el integrando de lo que resulta: 


Гои 54x—— сов сотах 


Aplicando la identidad cot? ¿A =cs0? 5 —1 resulta: 


[cria [ез ом 


Multiplicando se obtiene: 
РЕСЕ - | вог- свег = ак + f cotžax 
У, 2 2 2 2 

Ја 2h 

Aplicando la fórmula 4 en la integral 2a resulta: 
- f cotž csc? Sax —co? 2 +С 
2 2 2 
Al resolver directamente la integral 25 por medio de la fórmula 15 resulta: 
Гоа = азса +С 
2 2 2 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, tenemos que: 
4% 


cot 
: х 2 ¿Xx ,1 х 
> 5 ах = — 1? — + —Insen— + C 
fo 5 z +00 > + Insen>+ 





e- Encuentra | tan'axdx. 
Solucién 
La integral propuesta tiene la forma f tan" u du, donde n — 4 y satisface la condición del caso IV. 
Al factorizar el integrando tenemos: | tantax dx = f tan^ax tan?ax dx 


Aplicando la identidad tan? ax = sec? ax – 1 resulta: 


J шадахлаадахах = | апгах(весјах — dx 
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Multiplicando se obtiene: | tan"ax(sec?ax —1)dx = Ї (ап2ахѕес?ах dx — f tan^ax dx 
E р 


AI resolver directamente la integral 1 por medio de la fórmula 4 resulta: 


3 
ЖИ; 





| 1ап?ах зес?ах dx = 
За 


La integral 2 tiene la forma f tan" u du, donde n = 2 y satisface la condición del caso М. 


Para su solución se aplica la identidad tan^ax = secřax — 1 lo que resulta: 
— | tan?axdx =- | (sec? ax — 0x 
Multiplicando se obtiene: - вес? ax — l)dx = - f secaxax + fax 
—— —— 
2а 2b 


Aplicando la fórmula 10 en la integral 2a resulta: 


Al resolver directamente la integral 25 por medio de la fórmula 1 resulta: 
Ја=х+с 
Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, tenemos que: 


tandax  tanax 


ST, 
3a X 








Л апзахах - 


4 0*-Encuentra | cot" 30 40. 

Solución 

La integral dada tiene la forma | cot" и du, donde n = 6 y satisface la condición del caso М. 

| Al factorizar el integrando tenemos: У со! 3040 = | со 30 cot? 3048 
Aplicando la identidad соё 30 = esc? 30 — 1 resulta: 
Ї cot* 30 cot? 3040 = | csc* 30 со? 30 — 140 
Multiplicando зе obtiene | cot* 30 (cot?30 — 1)d0 = [ cot*30csc?30d0 — со 3040 
| 5 

Al resolver directamente la integral 1 por medio de la fórmula 4 resulta: 


5 
J cot30csc?30d0= "ilo 


La integral 2 tiene la forma | cot" и du, donde л = 4 y satisface la condición del caso М. 
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Para su solución se factoriza el integrando lo que resulta: 


= | cot^30d0 — — | со 30 cot3040 


Aplicando la identidad сог 30 = све" 30 — 1 resulta: 
— | cot^36cot 3640 = —  cot?36(csc30 — 40 
Multiplicando se obtiene: 


= | со 36(скс 30--1) 0 —— | со Зе csc?30d0 + jl со2 3040 


e 
2a 2b 





Al resolver directamente la integral 2a por medio de la fórmula 4 resulta: 


3 
cot 38 с 





— | cor?30csc*3040= 


La integral 25 tiene la forma di cot и du, donde n = 2 y satisface la condición del caso М. 
Para su solución se aplica la identidad cot^ 30 = сѕс? 30 — 1 lo que resulta: 


f cot230d0 = | (csc? 30 —1) 40 


Multiplicando se obtiene: Ї (сѕс2 30 — 1)d0 = f csc? 30d0 — Ї 49 
— —— 


Al resolver directamente la integral 1 por medio de la fórmula 11 resulta: 


Го? зао = L + С 


Aplicando la fórmula 1 en la integral II resulta: — — f d0 ——0-- C 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 








| 063040 = ——— ET MM ас 
15 9 3 
e- Encuentra T dx 
cot?x 
Solución 
Aplicando la identidad Ї — isa resulta | M [ tan?x dx 
cot?x К сох | 


La integral resultante tiene la forma | tan” u du, donde п = 2 y satisface la condición del caso М. 
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Aplicando la identidad tan x = sec” x —1 resulta: 


\Глап?хак = | Get —1)ах 
Multiplicando se obtiene: fex- Ddx = [sexe -fax 
=p 


Al resolver directamente la integral 1 por medio de la fórmula 10 resulta: 
Гес хах = tanx +C 
Aplicando la fórmula 1 en la integral 2 resulta: 
-[&--—c 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 


dx 
]—=вах-—х+с 
cot?x 





EJERCICIO 17 


. 1. Comprueba las siguientes integrales de potencias de la función tangente o cotangente (caso IV). 


Esc be оба tan?0 
comespondientes 1. Ј tan°0d90- 77 +ncost+C 











Competencias 

genéricas 

Competencias 4 3cot? $ $ 

: stg __ « d 

tio 2. feo! 3 T 3insen +C 
4 24. 
: 3, | апеахах === 3E МИ, Бай 
: 12 N 3 
$ 4 2 
: 4. | оёшаг = 7968! у соба 1 insenar + С 
ә 2а а 
: SLEL2 напу+у+с 
: 6 | маха и tan2x __ 
: 10 6 2 
2 2 
> 7. LEE insena+ 0 
. 52 У 
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х х 
2соё 2cot? 











8. | ёс =dx=-— + 2 соз хъс 
2 5 3 2 
2 
9. | ап'5хах = өт 4 LncosSx+C 


3 
со! 32үсойг,. ү 








10. | сойзга: == 


Il. En equipo de dos personas, encuentren cada una de las siguientes integrales y comprueben los 
resultados por diferenciación. 














f ants 10. || аадх--со 2х)? ах 
2. | сёгаг 11. || (cotbt—tan bt* y dt 
4. Госа — bx)dx 12. | чапгту+ гал ту) dy 
4. | соёоао 13. Ј апт + пх) ах 
5. | (сог + сог) ас 14. / ча? хах 
6. f (1 +cot х)? dx 15. ў (cot22x + cot*2x)dx 
7. | ччааду 40 16. f (tan'6 + tan50)d0 
& f at у" 17. 2227 
У сої x cot?x 
cot Ó sec* x 
18. dx 
9, Г] oo fe 
© Verifica tus resultados en la sección de respuestas. « + + + + + + + + 98 0:0(8:0:8:8)8 8 8 6:86:0/6 66 6:0 е È 


Integracién de potencias de la funcién secante о cosecante 


Caso V 


Integrales de la forma | sec" udu o fi сс" и du, donde n es un número entero positivo y par. 
En este caso, la integral trigonométrica dada se puede transformar en una integral inmediata mediante 
sustituciones trigonométricas sencillas. 
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EJEMPLOS 





«Encuentra | sec" ax dx. 
Solución 
La integral propuesta tiene la forma | sec" udu, donde п = 6 y satisface la condición del caso V. 
Al factorizar el integrando tenemos: { secó ax dx = Т (ѕес2ах)2ѕес2ах dx 
Aplicando la identidad sec? ax = 1 + tan? ax resulta: 
| вес?ах)?зес?ахах = Та + ќап2ах)2ѕес?ах dx 
Desarrollando el binomio al cuadrado tenemos: 
fa + tan2ax)?sec?ax dx = fa + 2 tan?ax + tan*ax)sec?ax dx 
Multiplicando se obtiene: 


f + 2tan?ax + tan*ax)sec?ax dx = | хсгахах + 2| 1ап?ахзес?ах dx + /тап*ахзес?ахах 


I 2 3 





Al resolver directamente la integral 1 por medio de la fórmula 10 resulta: 


tan ax 


Гзесах = ——+С 


Aplicando la fórmula 4 en las integrales 2 y 3 resulta: 


Sax 


2tan?ax 4 4 їап 
+С fran axsec и аи 





2 ! tan?axsec?ax dx = 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 











tanax | 2tan?ax | tan?ax 
+ + 


ка | sect ахах = 
a 3a Sa 


+С 





өг Encuentra esc 22 dz. 
Solución 
La integral dada tiene la forma | esc" иди, donde n = 4 y satisface la condición del caso V. 


Al factorizar el integrando tenemos: Ї csc'2zdz = f све“ 22080 2742 


Aplicando la identidad csc? 2z = 1 + cot? 22 resulta: 


[se 22 esc?2z dz = | esc? 2z(1 + co?2z) dz 
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Multiplicando se obtiene: 
Ї esc? 22(1 + cot?22)dz = | csc? 2242 + Ї cot?2z csc? dz 


СТТСТГЕЕТГ222Е5 
і 2 


Aplicando la fórmula 11 en la integral 1 resulta: 


cot2z 


[52:4 =- +€ 





Al resolver directamente la integral 2 por medio de la fórmula 4 resulta: 


32 
e 





| содэгсьс22г4: =- 
Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 


3 
| o2: – 92 Я pe Mie 





3 @°-Encuentra у 
Solución 


Aplicando la identidad F 


40 
ѕеп20 ` 


=== esc? 0 resulta: 
sen^Ü 


EA = [< 0d0 


La integral resultante tiene la forma Ї esc" иаи, donde n = 2 y satisface la condición del caso V. 
Aplicando la fórmula 11 en dicha integral, resulta: 











| = | в«2040---сог0--С 


ѕеп20 





EJERCICIO 18 














è 1. Comprueba las siguientes integrales de potencias de la función secante о cosecante (caso М). 
Escribe los números 1 
correspondientes 4 j Асо 4 

i 1. csc* — dt = —4cot — — +С 

Competencias ў 4 4 3 
Competencias 3 5 
disciplinares 2. | хахах 1875 гж С 

: Дои 2 2соб= 

i E E ї_____2_ 2. 

: 3. [ss 24 = 3 5 +C 
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sect 2 dy — — 2. + ап +С 
[54 3 + 5+ 


~ 





tan29 | tan?20 


5. Дес 2040 =——+ LE 





2cot)z сог 














6. | вс са =—cot 2 – +С 
5 
dx 
. [ar IE С 
5- 
if dz _ tanz 20872 | anz +C 
così 2 5 
3x со 
фес а. 
9. [sse Qs 3 +C 
2 ___tan(a—bx) 
10. Ја) HC 


И. Encuentra cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por diferenciación у 
en plenaria discute tus resultados. 


1. | Sec ese? dx J: | sectmyay 
2. feex — esc? ху dx 8. | өвс хах 
3. у (csc?0 + вес20)3 40 9. | sec*xdx 
4. Senda — csc? x}? dx 10. | паста dt 
5. | соёх + зес?х)? dx 11. | сзс*6хах 
6. у сзс* Зг х 12. f sec* Ax dx 
O Verifica tus resultados en la sección de respuestas. ++ + e + + + + + + ++ 0 00000000 ө ө ж ж ж + . . 
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Integración de productos de potencias de tangentes y secantes 
o cotangentes y cosecantes 


Caso VI 


Integrales de la forma | tan” usec” udu o | cot" ucsc” udu, donde n es un número entero positivo par y т 
es un nümero positivo impar. 

En este caso, la integral trigonométrica dada puede integrarse de forma inmediata mediante reducciones 
trigonométricas sencillas. 





EJEMPLOS 


*Encuentra | (ап“ 3x sec? 3x dx. 





Solución 

La integral propuesta tiene la forma | tan” и sec” и du, donde n = 2 y satisface la condición del caso VI. 
Aplicando directamente la fórmula 4 en dicha integral resulta: 

tan*3x 


+С 
15 





~ | (ап? Зхвес2 Зх dx = 


2 @e-Encuentra | соб 22 csc? 2z dz. 
Solución 


La integral dada tiene la forma | cot" ucsc" udu, donde m = 5 y n = 2 y ambos valores satisfacen la condi- 
ción del caso VI. 


Aplicando directamente la fórmula 4 en dicha integral resulta: 


со! 0 27 
12 





| сов2: csc?2zdz =— «E 


5 
3 өе-Епсисшга | ааг sec20d0. 

Solución 

La integral propuesta tiene la forma | tan” u sec" и du, donde т = 3 y satisface la condición del caso VI. 


Al factorizar en el integrando tenemos: 
| tanto secto 40— f'tan?0 secto tan 040 


Aplicando la identidad (ап20 = ѕес20 — 1 resulta: 


5 5 
| гап208ес201ал040 = | (ѕес20 — 1) зес201ап0 40 
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Multiplicando se obtiene: 


5 9 5 
ў (sec? — 1)ѕес201ап040 = Ї ясс201ал040-- 1 «сс201аа040 


I 2 


Al factorizar la función secante en la integral 1 se tiene: 


9 7 
| «сгбчалба0-- | sec?OsecOtangdO 
Aplicando directamente la fórmula 4 resulta: 


9 
7 2 
Ї ТР? —. DET 





+С 


Al factorizar la función secante en la integral 2 se tiene: 
5 3 
Sscc20tan0d9—— | sect0secOtanodo 


Aplicando directamente la fórmula 4 resulta: 
5 


2sec?8 С 





3 
- f зес?ӨзесбтапӨаө =— 


Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 


9 5 
2sec20 25сс20 
- + 
9 5 








5 
S | ап'азсг 0d0 = 


4 е•Епсиспша | cot тхсзс mx dx. 
Solución 
La integral dada tiene la forma | cot"u сс" иди, donde т = 3 y satisface la condición del caso VI. 


Al factorizar en el integrando tenemos: 
| sot mxesemxdx - | сое тх сс mx соитх dx 
Aplicando la identidad cot^ mx = csc^ mx — 1 resulta: 
| соб тх сс тх согтхах = Је mx — 1) esc mx cot mx dx 
Multiplicando se obtiene: 


| сс? mx — Desemxcounxdx = | esc? mxcotmxdx — f cse mxcounxdx 
malice pcd py 
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Integración de funciones trigonométricas 


Al factorizar la función cosecante en la integral 1 tenemos: 
Јес mx cot mx dx = | esc? тхсзс mx cot ms dx 
Aplicando directamente la fórmula 4 resulta: 
csc? mx 
3т 


Al resolver directamente la integral 2 por medio de la fórmula 13 resulta: 


+C 





far mx csc mx cot тх dx = — 


— f све тх со тхах emm 
m 
Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 


3 
| собтх сзс mx ax = SE үе 
Зт т 
sen? dt 


cos*t 





5 @e-Encuentra f 
Solución 


Al factorizar en el denominador de la integral dada tenemos: 





[== - үсэг, sen?! dt 
cos?t cos?t 





2 
А : : sen‘? 1 
Aplicando las identidades —= tan?t y — — = sec? resulta: 
cos?t cos?t 


sen?tdt 


— = n tan?t sec?t dt 
cos?t cos?t 


La integral resultante tiene la forma | tan” u sec" и du, donde п = 2 y satisface la condición del caso МІ. 


Aplicando directamente la fórmula 4 en dicha integral resulta: 


2 
sen*tdt (ап? 
| L3 = = f tan?rsec?rdt = =—— +С 
| со8 3 


dx 


è Encuentra | тү х 
sen*3x cos^3x 


Solución 


Aplicando las identidades : 
se 





1 
= с5с*Зх y ———— = sec?3x resulta: 
та соѕ23х 


ах 
———— = | esc*3xsec?3x dx 
| sen*3xcos?3x ] 


Al factorizar la función cosecante de la integral tenemos: 


| ов 3хвос2 Зах = [(свс?3х)?вес?3хйх 
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Aplicando la identidad csc? Зх = 1 + соё Зх resulta: 
| (сѕс23х)25ес23хах = T (1+ со 3х)? sec? 3x dx 
Desarrollando el binomio al cuadrado se tiene: 


Ї (1 + со? 3х)? вес2 Зх dx = у (1+ 2cot23x + cot*3x)sec?3x dx 


Multiplicando se obtiene: 
fa 4-2со(23х + cot*3x)sec?3x dx = /[зес?3хах + 2 | cot? 3xsec?3x dx + | cott3xsec?3xdx 
A E TA 7 


tan3x 


Aplicando la fórmula 10 en la integral 1 resulta: f sec?3x dx = TC 








2 
Aplicando las identidades cot?3x — me ax y ѕес23х = 
sen?3x 


2 
2 | со Зхвес2Зхах — 2. T [em Ie 
sen-*3x /\.COSTIXx 


dx 
Alsimplificar resulta: 2 f 23 
sen? 3x 


en la integral 2 se tiene: 
"ig 








Aplicando la identidad 





— csc? 3x resulta, 2 Ja 





= = 2 | csc? Зхах. 


sen? Зх sen? 3x 


Al resolver directamente la integral resultante por medio de la fórmula 11 resulta: 








2 | esc? 3xdx = „Шак +C 
. — 4 cos* 3x 5 А —— 
Aplicando las identidades cot*3x = —— — y sec? 3x = en la integral 3 se tiene: 
sen*3x cos 


| собЗхзес Зак = jax E d 
sen*3x JA cos?3x 


? 3xdx 
Al simplificar resulta: | шан 
sen? 3x 


Al factorizar en el denominador de la integral resultante se tiene: 


pa Зхах a № cos? 3xdx 
sen* 3x sen? 3xsen? 3x 
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= csc? 3x resulta: 








2 
Aplicando las identidades È E = cot? 3x y 
sen?3x sen?3x 


2 
[ LEE  сойЭхсхс23хах 
sen?3xsen?3x 


La integral resultante tiene la forma f cot" u csc" иди, donde n = 2 y satisface la condición del caso VI. 


Aplicando directamente la fórmula 4 en dicha integral se tiene: 





3 
| соб зхсзе? 3хах NN LI. +С 
Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 
dx tan3x  2cot3x  cot?3x 
f та «4 4 а +C 
sen*3x cos Зх 3 3 9 





4 
7 Фе. Епсиспіга JT ха 
tan?x 
Solución 
Al factorizar en el numerador de la integral dada tenemos: 


sec ak sec?x sec?x dx 
a 26 





tan?^x 


Aplicando la identidad sec? x — 1 + tan? x resulta: 
f sec!xsec?xdx | Ї (1+ tan?x) sec?x dx 
tan?x tan?x 
Multiplicando se obtiene: 


sec?x dx 








(1+ tan?x)sec?x dx PE xdx Эрэн 


Бар хэс = [лап 3xsec?xdx + | 
x x di ey 


tanx 
2 


tanîx 





Aplicando la fórmula 4 en la integral 1 resulta: 


2 
1 ИК... 


= +є 
2tan?x 2 








fian 3xsec?xdx =— 


Al resolver directamente la integral 2 por medio de la fórmula 5 se tiene: 
sec?x dx 
| = Intanx+C 
tanx 


AI escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que: 











ясс хх cot?x 
f == +Intanx + С 


tan? х 2 
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EJERCICIO 19 
Follet lon ninni 
correspondientes 1. 
Competencias 
genéricas 
pee ena 2. 

: 3. 
: 4. 
: 8: 
: 6. 
: 1. 
: 8. 
2 9. 
: 10. 
: И. 
: 12. 
2 13. 
: 14. 

15. 


Bibliotechnia - 


1. En equipo de dos personas, comprueben las siguientes integrales de productos de potencias de 
tangentes y secantes o cotangentes y cosecantes (caso VI). 


tan”! Ix tan” Hx 
n+1 n+3 


+€ 





y tan^xsec*xdx = 


[тт с m Jue = 42 fcosx +С 








dx — Y aedis MUN 
COS aX 5a 7a 











- Е (апзах | tan” 








escht Y _ совы 
у E +С 
tan bt 3b 


4 3 
ix az tan“az  tanaz 








dx = ——+ +C 
cot az 3a а 
| cos'zdz cotz 


+С 
sen*z 5 





тал?! 





(ап! 
if tan^t sec^t dt = «= + 


6 
| cot*9c01040— E = = 26 











sc? , 3 


fiano зесб 40 = 2, {sec 9 + С 


3 5 9 
sen20dÜ  21an?0 21ап20 

= 5 9 
со820 





с8с7Х | esex 
+ 


+C 
7 5 








f cot? x csc?x dx = — 


tantax | tanóax 


+ -С 
За ба 








[лапах sec* ахах = 


sec?2z  sec2z 


у tan?2z sec2z dz = AE HE 








0 0 sp? 0 
Stan? se 40 =— 3 e.c 
3 3 5 3 
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4 3 
16. e di. E E e 
tan mx 3m m 


?8tan0 0tanÓ  In(secÓ + tan@ 
17. ftantosectodo = m QA д 











4 8 8 
52у seci2y 
18. — f tan?2ysec?2ydy =- 52У _ À 
Jan 2ysec2ydy 10 6 
2 4 
19. [[сотхсзс*їтхх = 5 9 NE 6 
2m Ат 
5 9 
3 2 2 
20. ftanzmesectmeds = = , Zind | o 
5т 9т 


Il. Encuentra cada una de las siguientes integrales у comprueba los resultados por diferenciación у 
en plenaria discute tus resultados. 








4 
1. esc*x dx 
| cot? х 
f dx 
cos*3xsen?3x 
?t dt 
3. cos?t 
] sentí 


4. f tandax sec ах dx 
5 

5. | соёдсхсг040 

6. | tan*21 sec?2 dt 

1. | cot*3yesc*3ydy 

Я. f со! x csc*x dx 


3X ах 
9. foo qe q 


3 
cos2x dx 

10. [== 
sen? x 








sen*x dx 
ni J cosìx 
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12. | соёдсхс?6а0 





. 13 f сох х 


2 | Усзсх 


14. f аптхѕесітх ах 
15. Ї tan?0sec?6 40 


16. у cot^2 ycsc2 y dy 
3 

ER | cot2azesctaz dz 

18. | cot*x csc*x dx 

19. $ со! x, /csc x dx 


20. | tan? x sec*x dx 


21. | соб 2x csc?2x dx 


Bibliotechnia - 
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Autoevaluación 





1. Encuentra cada una de las siguientes integrales indefinidas utilizando la integración de pro- 
ductos de potencias impares de senos y cosenos. Comprueba los resultados por diferenciación. 


a) | “cos” zdz 


b) | cos? хах 


с) | ха! waw 


2. Encuentra cada una de las siguientes integrales indefinidas utilizando la integración de pro- 
ductos de potencias pares de senos y cosenos. Comprueba los resultados por diferenciación. 


a) 1 sen? хах 


b) | cos? tdt 


c) Т sen? сове тат 
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3. Encuentra cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por diferenciación. 


csc? w 





a) 


cott w 


tant 
—— |dt 
5 (fies 





tan? x 
9 Ju 


4. Completa las siguientes identidades trigonométricas: 


a) cos? х = 
b) = зепх cos Х 
с) зеп2д = 
4) = 2senz cos z 
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Evaluación diagnóstica 





1. Determina una función cuya primera derivada sea 4х’ — 2x — 1 y sea igual a 3 cuando x = 2. 


1 
2. Determina la 1 ‚6х? + 2хах. 


3. Determina el área limitada por la elipse Зх? + 2x° = 15, el eje de las x y las ordenadas x = —2 
ух= 1. 


4. Empleando la fórmula de los trapecios, calcula el área aproximada para la curva y = {/9х — 1, 
dividiendo desde x = 5 y x = 12 en catorce intervalos. Compara el resultado obtenido efec- 
tuando la integración directa. 


5. Determina el área de la superficie limitada por el círculo = a cos 0 y las rectas 0 = 30 y 0 = 45. 
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Aplicaciones de cálculo integral 


Propósito de la unidad 


Que el estudiante: 


Jie 


ln 
== 


y 1 Р 


Єопіепіаоѕ $ 
= conceptuales e 


Conozca datos о las leyes necesarias para determinar 
la constante de integración. 

Conozca el teorema sobre la diferencial del área bajo 
una curva y el teorema sobre la integral definida. 
Aplique los pasos para el cálculo de una integral 
definida. 

Identifique las fórmulas para determinar el área bajo 
una curva con respecto а los ejes cartesianos. 
Conozca la representación geométrica de una inte- 
gral. 

Aplique la fórmula de los trapecios y la fórmula de 
Simpson para la integración aproximada. 

Aplique el teorema fundamental del cálculo integral 
para la obtención de áreas planas y volúmenes. 


Contenidos que aborda la unidad 


Cálculo de la integral definida 


Competencias disciplinares 


E 


Cálculo de la constante de integración 


e Cálculo del área bajo una curva dada 


Construye e interpreta modelos deterministas mediante 
la aplicación de problemas algebraicos y geométricos 
para la comprensión y análisis de situaciones reales o 
formales. 

Propone, formula, define y resuelve diferentes tipos 
de problemas matemáticos, aplicando diferentes enfoques. 
Propone explicaciones de los resultados obtenidos me- 
diante procedimientos matemáticos y los contrasta con 
modelos establecidos con situaciones reales. 
Argumenta la solución obtenida de un problema, con 
métodos numéricos, gráficos y analíticos, mediante len- 
guaje verbal y matemático. 

Analiza las relaciones entre dos o más variables de un 
proceso social o natural para determinar o estimar su 
comportamiento. 

Interpreta tablas, gráficos, mapas, textos con símbolos 
matemáticos y científicos. 


* Integración aproximada (fórmula de los trapecios y fórmula de Simpson) 
Obtención de áreas planas por integración, cuando la diferencial de área es una función cartesiana 
* Obtención de áreas planas por integración, cuando la diferencial de área es una función polar 


* Obtención de volümenes de sólidos de revolución por integración 

• Obtención de volúmenes de sección transversal 

* Obtención de centros de gravedad de superficies planas 

* Cálculo de la presión ejercida por un fluido sobre superficies verticales 
• Cálculo del trabajo realizado por una fuerza variable 





Determinará la constante de integración por medio de condiciones iniciales o de su significado 





f fisico. 
РЭ të • Utilizará las fórmulas para el cálculo del área bajo una curva. 
• Aplicarà las fórmulas para la integración aproximada. 
• Сотргепаега el significado del signo negativo delante de un área. 
*  Resolverá problemas aplicando teorema fundamental del cálculo integral. 
«Contenidos •  Colaborará con sus compañeros al resolver problemas. 
“ас зас » Respeto al trabajar en clase. 


e  Aprenderá a valorar el trabajo de sus compañeros al resolver problemas. 
e Contribuirá con ideas de manera crítica y acciones responsables а la hora de trabajar en equipo. 
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Cálculo de la constante de integración 


Determinación de la constante de integración por medio de condiciones iniciales 


Para determinar el valor de la constante de integración c, se toman en cuenta los siguientes datos básicos: 


a) Derivada de la función. (DF) 
b) Valor de la variable. (VV) 
c) Valor correspondiente de la función. (VCF) 





EJEMPLOS 





: Determina una función cuya primera derivada sea Зл? — 4х + 1 y sea igual a —9 cuando х — —1. 
Solución 
DF VV VCF 


Como datos tenemos: 2 —3:2-—4x41 ==] у=—9 


Al integrar se Пепе: | dy— f Gx? —4x+ Dax 
y= =r С 


Al sustituir en la expresión resultante, el valor de la variable y el valor correspondiente de la función, se tiene: 


y=-Hx+C 


39 -—C1y-2C1Y--C)-4-C€ -. Га función buscada es у = x? – 2х? + x — 5. 
-9 —-] -2- 1 + C, de donde, С = -5. 
2 ө. Determina una función cuya primera derivada sea cos x + sen x y sea igual а 2 cuando x = > 
Solucién 
DF уу УСЕ 
Фу T oo 
Como datos tenemos: += cosx + senx x= 37 90 у=2 


Al integrar se tiene: fo = охх + senx)dx 


y=senx—cosx+C 


AI sustituir en la expresión resultante, el valor de la variable y el valor correspondiente de la función, se tiene: 


y =senx—cosx+ С 


2 = sen 90” — cos 90° + С -. La función buscada es у = sen x — cos x + 1. 
2 — 1—0 + С, de donde, С = 1. 
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| 
3 @e-Encuentra una función cuya primera derivada sea gag igual a E cuando x — a. 


Solución 


DF VN УСЕ 
Como datos tenemos: Ld = E. x—a y- Л. 
ах xa 2a 
: | Е ах 
Al integrar se tiene: Ї ду = Ї ug 


у= маша t С 
a a 


Al sustituir en la expresión resultante, el valor de la variable y el valor correspondiente de la función se 
tiene: 


у— aant C 


a a 
-w 1 a 
— = —arctan— + C 
2a a a 


m 
2a 


La función buscada es y — ici ps 
a a 
= +С, dedonde, С. 
4a 4a 


4 ө. Determina una función cuya primera derivada sea зе? y sea igual а 4 cuando t = 0. 
Solución 
DF VV УСЕ 


Como datos tenemos: ^ =3ге?? t=0 


Al integrar se tiene: Ја ыг Ї Зге27 di 
22 











= Е 
5 1 + 
Al sustituir en la expresión resultante, el valor de la variable у el valor correspondiente de la función se 
tiene: 
22 
s= = TC 
(02 2 
= +C . La función buscada es „== E 





4 
4-3. a 4 
4 4 
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5 е•-5е tiene dy = (Ах + 2) dx. у = 17 cuando x = 2. Determina el valor de y cuando x = 5. 
Solución 
Al integrar dy — (4x + 2) dx se tiene: [^ Јах+2а 
у= 2х? +2х+С 


Al sustituir en la expresión resultante, el valor de la variable y el valor correspondiente de la función se 


tiene: 
у=2х?+2х+С 


17= 2(2)? +2(2)+C 
17=8+4+C, dedonde, C — 5. 


Ahora se necesita conocer el valor de y cuando x — 5, lo que resulta: 


у= 2х2 +2х+С 
у= AS? +2(5)+ 5 
у= 50 +10 +5 
у= 65 


Cuando х = 5, el valor de y es 65. 





Determinación de la constante de integración por medio 
de su significado geométrico 


Para determinar la constante de integración a partir del significado geométrico, se toma en cuenta la re- 
lación del cálculo integral y diferencial con la geometría analítica. 





Determina la ecuación de la curva cuya tangente en cada punto de la pendiente es 5х y que pasa por el punto 
AQ.3). 


Solución 
: : ду __. ЭРЭГ 
Dado que la pendiente de la tangente a una curva еп un punto cualquiera ез —. se tiene, por hipótesis que 


dy dx 
xn 5x al integrar, resulta: [o- | 5хах 








Sx? 
-— 46 
У > 
Dado que la curva раза por el punto А(2,3), se tiene que: 
2 
y= A» +С 
2 5х2 
sy: “. La ecuación de la curva es y = —— — 7, que representa a 
3= a + С una parábola. 2 
3=10+С. dedonde, C = —7. 
216 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 8/10 


14/2/2017 





Bibliotechnia - 


UNIDAD 4 
Aplicaciones de cálculo integral 


2 @e-Determina la ecuación de la familia de curvas tales que la pendiente de la tangente en un punto cualquiera 


tiene el valor de 3. 


Solución 


Dado que la pendiente de la tangente a una curva en un punto cualquiera es a. se tiene, por hipótesis que: 


dy _ : | 
= 3 lo que al integrar, resulta: Jay = | зах 
у=3х+С 


La ecuación de una recta queda determinada completamente si se co- 
nocen dos condiciones independientes. Por ejemplo, dos de sus puntos o 
uno de sus puntos y su dirección. 

Una recta que cumple sólo una condición no es una recta única, por lo 
que existe una infinidad de rectas que satisfacen dicha condición y éstas 
tienen una propiedad común. 

La totalidad de las rectas que cumplen con una única condición geomé- 
trica, se denominan familias de líneas rectas o haz de rectas. 

Al tomar C un valor particular, se obtiene la ecuación de cualquiera de 
las rectas que forman la familia. 

Si se da diferentes valores а С, por ejemplo 4, 0 y —2, entonces se tienen 
las siguientes ecuaciones: 





y=3x+4 у-3х y=3x=2 


Cuyos lugares geométricos representan a una familia o haz de rectas, como se muestra en la figura de 
la derecha. 

En la ecuación у = 3x + С, la constante de integración representa al segmento que la recta determina 
sobre el eje y. 


La ecuación у = 3x + С representa la totalidad de rectas que forman una familia o haz de rectas 
paralelas y que tienen la propiedad común de que su pendiente es 3. 


e-La ecuación diferencial que determina cierta curva es y" = x. Encuentra la ecuación y = f(x) de la curva si 


se sabe que pasa por el punto A(3, 0) y tiene en ese punto la pendiente igual a 5. 


Solución 
Se encuentra la primera derivada de la expresión: y == 
dy| 
dy x? 
dx 2 
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7 
Dado que la curva pasa por el punto A(3,0) y en ese punto tiene una pendiente igual a 2 resulta: 


dy x? 
dx 2 
2 
т BF. 
2 2 
РАБ de donde, С = —1. 
2 2 


3 2 
Se integra la expresión dy = [s - ia, lo que resulta: || ду= | E — 12 


3 


х 
=== FE 
ys + 
Dado que en la curva pasa por el punto A(3,0), se tiene: 
3 
4 
=——Фх+С 
я “р 
er 3 
-9 —(3)+C & La ecuación buscada es у= —х—5 о 


бу—Х3—6х—9. 


S5 E den 3 
6 6 





Determinación de la constante de integración por medio de su significado físico 


Para determinar la constante de integración a partir del significado físico, se toman en cuenta las leyes 
que rigen el movimiento rectilíneo. 










EJ 
3 
* Dada la relación у = a + bt entre la velocidad y el tiempo. Encuentra la relación entre la distancia (s) y el 
5 tiempo (0, si s — 2 cuando / = 1. 
Solución 
Dado que la derivada del espacio con respecto al tiempo es la velocidad en un instante cualquiera, es decir, 
v= с . Al sustituir en la relación dada, se tiene: v— a-t bt 
ds 
— — a 4- bt 
dt 
218 
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Al integrar, resulta: | 45 = | (a+bt)dt 
2 
s=at s +€ 


Al sustituir en la expresión resultante el valor de la variable y el valor correspondiente de la función, 
resulta: 


2 
scar c 


2 
2-a4- 0. c 


2-4-2 C, dedonde, C-2-a-7. 


2 
La relación entre la distancia y el tiempo es: s=at+ ын +2=а -2 


b? b 
-at-a+——--+C 
5 а+ 7 3” 


ғ=аа-0+50 -D42 


2 0»-La aceleración de cierto cuerpo en movimiento está expresada por œ = 4 — f^. Encuentra la relación entre la 
velocidad y el tiempo, si v = 2 cuando f = 3. 
Solución 
Dado que la aceleración se define como la rapidez de variación de la velocidad con respecto al tiempo, es 


: dv 2 3 a : 
decir, a = ЭР Al sustituir en la relación dada, se tiene: 


a=4-P 
дя 
| а 


Al integrar, resulta: | ду = f (4— ?)dt 


в 
v=4t-—+€ 
3 
Al sustituir en la expresión resultante el valor de la variable y el valor correspondiente de la función 
resulta: 
se 
v=4t-—+ 
3 
(3)? n | . Р 
2—4(3)— E tia C 2. La relación entre la velocidad y el tiempo es v = 41 = 1. 


2—12—9 4- C, de donde, C ——1. 
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3 ®°-] а aceleración de cierto cuerpo en movimiento está expresada por œ = —32. Encuentra la relación entre la 
distancia y el tiempo, si 5 = 0, уу = 20 cuando { = 0. 


Solución 
dv 
Dado que а = dr al sustituir en la relación dada se tiene: а=—32 
A =—32 
Al integrar, resulta: f dv= | —32dt 
v=-3214+C 
Al sustituir en la expresión resultante ! — 0 y v = 20, se tiene: 
v=-3214+C 
20---32(0)-С 2. La relación entre la velocidad y el tiempo es у = —321 + 20. 
20=—0+С, de donde, С = 20. 
ds ica - : : 
Como v — 2Г al sustituir en la relación anterior, se tiene: у=—321+20 
ar —32t +20 
dt 


Integrando, resulta: f ds= f (-321+20)4 

s=— 161° +20 +С 
Al sustituir en la expresión resultante ! = О y 5 = 0, se tiene: 
$— —16t? 4-20t4-C 


0 — —16(0)2 + 20(0) + С г. La relación entre la velocidad y el tiempo es s = — 16r" + 20r. 
0 — —0 4-0 - C, de donde, C = 0. 


Д ө». Соп qué velocidad chocará una piedra en el suelo si se deja caer desde lo alto de una torre de 104 metros 
de altura? 


. Solución 


Dado que la aceleración está definida como a = Р ‚ al integrar, resulta: 
| й 


йу _ 
Гиш 
[4 [oa 

v—at4- C 


Si la velocidad inicial (у,) es v = v, cuando f = 0, entonces se tiene: 


y—ot--C 
va = 200)+С г. La ecuación resultante es v = af + у. (1) 


у, =0 +C, dedonde, С = v,. 
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ds A A : : 
Como v=—, sustituyendo en la ecuación anterior se tiene: v — at +v 


Z atw 


Al integrar, resulta: | ds = | (at +v,)dt 


ог 
шил PEE 


Si la distancia inicial (s) es s = 5, cuando Г--0, entonces se tiene: 


2 
Sem mi Tw'FC 
2 
af? 
0 La ecuación resultante es 5 = EB +%1+5. (2) 
5, =0 +0 +C, de donde, C = s,. 
Al sustituir en 1 y 2 los valores а = g. v, = 0, s; = Оу s = h, se obtienen las leyes del movimiento de 


un cuerpo que cae en el vacío partiendo del reposo, es decir: 


at? 
а 247 (2) 


2 
s +0) +С 


v—attv, (1) 
gi? 
у= 1+0 um HARO —Sea g la gravedad y h la altura. 
v= gt : h=1 gp 
T 2 
Despejando de (1) аг, resulta: Уу = gt 
A. 
8 
h .. 


Al sustituir en (2) se tiene: 
а 


2 
nel. pf То] 
2816) 2°g) 28 

Ту? 


== 


Despejando con respecto a v, resulta: 2 
8 
2gh — v? 


v=y2gh (3) 
Al sustituir los datos del problema dado, en (3) resulta: 
у=\/2еһ = \/209.8 m/s? 104 т) 
273 2. La velocidad con que la piedra chocará contra 
v = ү2038.4 т?/з el suelo es de 45.149 m/s. 


v — 45.149 m/s 
221 
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5 @e-Un tren parte de una estación de ferrocarril. Si su aceleración es de 0.006: + 0.15 m/s”, ¿qué distancia re- 
correrá en 20 segundos? 


Solución 


Al sustituir a = = en la expresión а = 0.0061 + 0.15, resulta: 


W 0.006r-+0.15 
dt 


Al integrar, tenemos: Гау = | (0.0061 +0.15)4! 
у = 0.0031? + 0.1514 C 


Si la velocidad inicial (v,) es у = у, cuando f = 0, entonces se tiene: 


у = 0.0032 + 0.15t-- C 
у, = 0.003(0)? + 0.15(0)+С г. La ecuación resultante es 
у, =0+0+С, dedonde, С = v,. v = 0.0032 + 0.157 + vo. 


ЕЕ ds - | . 
Al sustituir у = di en la ecuación anterior se tiene: 


45 00032 +0151 + Vo 
dt 


Al integrar resulta que: | ds = | (0.0031? + 0.157 + v,)dt 
0.152 





s = 0.00113 + +у +С 


Si la distancia inicial (s,) es 5 = s, cuando t = 0, se tiene: 








4 0.151? 
s = 0.0017 + +у +С | 
2 La ecuación resultante es 
0.15(0)? 
s ОО +O ос s= 0001942181 ууру, 
2 


So —04-04-04- C, de donde, C = s,. 


Al sustituir en la ecuación anterior, los valores de v, = 0, s, — 0 y t = 20 s, se tiene que: 





2 
s = 0.001P + Lir. Зуу +8, 

0152 La distancia que recorre el tren а los 
s — 0.00100) + “үс +v +5 20 segundos de su partida es 38 metros. 


5=8+30+0+0 = 38 т 
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б @e-Un proyectil se dispara contra una pared vertical situada a una distancia de 147 metros. La velocidad inicial 
es de 49 m/s y 0 = 45° el ángulo de tiro. Despreciando la resistencia del aire, determina la altura del impacto 
del proyectil en la pared. 


Solución 


Considerando el plano xy como el plano del movimiento, el eje x como horizontal y y como vertical y supo- 
nemos que el proyectil parte del origen O, como se muestra en la figura. 

En este caso solo la fuerza de la gravedad influye en el proyectil, es decir, la aceleración es cero en el 
sentido horizontal y —g en el sentido vertical. 


TE y #= 





== 


Al integrar, se tiene: 


Ја, = [оа y fav,= fedi 
yo =Є 


= С v, ——gt +C, 
Si la componente horizontal de la velocidad inicial es 

х x= v, cos Й y la componente vertical de la velocidad 
inicial es y = v, sen 0. 





Como C, = v,cos8 y С, = v,sen6, entonces, 


у, --Уус050 у v, =—81 + v,sen 


ах , |. . : . 
Радо дие у == уу,= =й al sustituir respectivamente en las ecuaciones anteriores resulta: 
i 


d dt 
у, = УусовӨ у, = —gt + уузепд 
| dx dy 
di 09080 qc EI 


Al integrar, se obtiene: f dx = | у сова р dy= | (—gt + v,sen0) dt 
82 
Х--Уусо80-1--С Хэ AE 


Si t = 0, уу = 0, tenemos que: 





2 
Х--У,со50-14--С у= ние + С 
2 
0 = v,cos6(0) +С 0— C + vysen6(0) +С 
De donde: С-0 С-0 
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Por tanto, las ecuaciones resultantes son: 


х= у5с050:1 (1) у= 58 +v 0080-1 (2) 


Despejando de (1) ! resulta: —x=v,cos@-f 














mé 
v, cos 
AI sistituir en (2) se tiene: 

1 
yo ti шинийн 
y Ios cos 0| — 
ми.» v, cos 0 È v, cos 0 

1 2 у, sen 0 өх? 
Е ==» y———— +xtanð (3) 
| 2 Ч cos? 7 y, cos 0 | 2v; cos? 0 | 


La ecuación resultante representa а una parábola y es la ecuación de la trayectoria del proyectil. 
Al sustituir los datos originales en (3) resulta: 


вх? 


ын 2v? cos? 0 
(9.85147)” 
= + (147)tan 45° 
2(49)? cos? 45° н 
(9.8)(21609) 7 -. La altura del impacto del proyectil 
Е 2(2401)(0.5) +0470) en la pared es de 58.8 metros. 


+xtan@ 


yz 217682 | 147 8324147 


2401 


y — 58.8 metros. 





EJERCICIO 20 
М |. Las siguientes expresiones se han obtenido al derivar ciertas funciones. En grupo y con asesoría de su 
Ё profesor, еп cada caso, encuentren la función para los valores dados de la variable y de la función. 
Escribe los números 
DF vv УСЕ Solución 
Guinda 2 
genéricas 1 Da x=2 у=9 у=^——3х+13 
Competencias 
ns 2. DS et y=12 y=X-x+5x+7 
2 ах у 
. 3. —=y3-4 у=2 х=0 х-22--2у +4 
: d y y 1 4 
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4. Zt + 
dt Л 

5. У  cotx —csc?x 
dy 


6. —=secix+tanx 
dx 


7 di ge, 522 
dz 
ds 1 1 

8 == 
dt t 2-t 

o S o gn 
dx 
dz 

10. =5y+2y+4 
4 ^ Е 


| Y 
. ==X 
dx 
) 2 
з 2-5 
dx у 
3. di agi 
dx 
=. 
dx у 
ч 2 
& ЖУ РЕ 
ах а?у 
А 2 
a Dea 
dx а?у 
7 2$ bx 
dx 1-у 
& LA 
dx 


........................................................................................................ 
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3 


212 28 
5 3 3 
y = In (sen x) + cot x + 3 
y = tan x — In (cos x) + 5 


= 304 +3 2 
= +: + — — 
: 5 2 3 


s = InQt — Р) 


4 2 
у= ых Ha 


E 2 


4 
2-30 У +4у-22 


Il. Encuentra la ecuación de la familia de curvas tales que la pendiente de la tangente en un punto 
cualquiera tenga el valor que se indica. 


х? a 
= T + С (parábolas) 


y? 


2 
5 - = + С (parábolas semicúbicas) 


у — x + С (parábolas cúbicas) 


у — x = € (hipérbolas equiláteras) 


ау? — БХ = С (hipérbolas) 


ay +b =C (elipses) 


Х +y +2x — 2y = C (circunferencias) 


X + у = C (circunferencias) 
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....................................................................................................... 


i. 


2. 


III. En cada uno de los siguientes problemas, determina la ecuación de la curva cuya pendiente en un 
punto cualquiera es la función dada de las coordenadas y pasa por el punto particular indicado. 








dx АЙ.) у= 2+1 

dry A(0,2) y-2e E 

2-3-2, B(0.0) + у — 2hx — жу — 0 
DL: Вал) xlny=-1+x 

D is сол) 42 — у: —15 

S ay C(3,1) Iny=x-9 
уус; А(4.1) 3In y = 2(х\/х — 8) 
2 йн B(0.1) 9+1 = (c 1) +3 


. En equipo de dos personas, resuelvan los siguientes problemas. 


Se dan dy — cos 2x dx, y — 6 cuando > Encuentra el valor de y cuando E 


Se dan ds = ty 11441 dt, s = 0 cuando t = 0. Encuentra el valor de s cuando f = 2. 
Se dan dy = х/100 — x? dx, у = 0 cuando x = 0. Encuentra el valor de y cuando x = 8. 
Se dan dy = (1+ 2x)dx. y = 7 cuando x = 1. Encuentra el valor de y cuando x = 3. 


2 
Se dan dA = J2px dx, A = ni cuando x= A Encuentra el valor de A cuando x = 2p. 


x 12 . - a 
En cada punto de cierta curva у” — —. Determina la ecuación de la curva si se sabe que pasa por 
X 


el punto B(1,0) y que en ese punto es tangente a la recta 6x 4- y — 6. 


En cada punto de cierta curva y" — LA La curva pasa por el punto A(1,0) con inclinación de 135°. 
х 
Determina su ecuación. 


En cada punto de cierta curva y" = TH Determina la ecuación de la curva si se sabe que pasa 
x 


por el punto C(1,1) y que en dicho punto tiene una inclinación de 457. 


dy 


Determina la ecuación de la curva cuya pendiente en un punto cualquiera es — = — 


di y pasa por 
el punto A(3.4). 


ха |» 
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Determina la ecuación de la curva cuya pendiente en un punto cualquiera es 2228 2x y que pasa 
por el punto C(1,4). dx 


dy xy 


Determina la ecuación de la curva cuya pendiente en un punto cualquiera es — = ——=— y que 
pasa por el punto B(1,2). de х +4 





Determina la ecuación de la curva cuya pendiente en un punto cualquiera es “ = xcos?y y que 
pasa por el punto aļa z) 

2+x 

3+y 





Determina la ecuación de la curva cuya pendiente en un punto cualquiera es ni E y que 


pasa por el punto E(2,6). 


Determina la ecuación de la curva cuya pendiente en un punto cualquiera es л =; xy y que pasa 
por el punto D(1,9). 


3 
, ye 


Determina la ecuación de la curva cuya pendiente en un punto cualquiera es y. y y que pasa 
por el punto A(1,4). di x 


V. Resuelve los siguientes problemas, aplicando el significado físico de la constante de integración 
y en plenaria discute tus resultados. 


- 1 - . 
Dada la relación v = 12 + "à Encuentra la relación s y f, si s = 8 cuando t = 4. 


Dada la relación v = Vt — 1. Encuentra la relación s y 1, si 5 = 4 cuando t = 2. 


- : 1 - | 
La aceleración está expresada por a = 7 m Encuentra la relación entre v y f, si v = 4 cuando / = 6. 
1 


La aceleración está expresada por a = Зиг. Encuentra la relación entre v y t, si v = 6 cuando f = 9. 


La aceleración está expresada por œ = —16 cos 21. Encuentra la relación entre s y f, si s = 1 y v = 30 
cuando f = І. 


La aceleración expresada por œ = 4 — t. Encuentra la relación entre s y t, si s = 2 у v = 40 cuando 
t=2 


¿Con qué velocidad chocará una piedra en el suelo si se deja caer desde lo alto de un edificio de 40 
metros de altura? 


Una piedra se dejó caer desde un globo que ascendía con una velocidad de 5 m/s. La piedra llegó 
al suelo en 8 s. ¿Qué altura tenía el globo cuando se dejó caer la piedra? 


Una pelota se lanza del suelo hacia arriba. En un segundo llega hasta una altura de 25 metros. ¿Cuál 
será la máxima altura alcanzada? 


Un cuerpo que se desliza hacia abajo sobre cierto plano inclinado está sujeto a una aceleración de 
1.2 m/s”. Si se pone en movimiento hacia arriba en el mismo plano con una velocidad de 1.8 m/s. 
Determina: 


a) La distancia a la que llegará en / segundos. 


b) La distancia a la que llegará antes de deslizarse hacia atrás. 
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11. Enun cuarto а 20° de temperatura se observa que un líquido tiene una temperatura de 70°, después 
de 5 minutos, es de 60°. Se supone que la rapidez de enfriamiento es proporcional a la diferencia 
entre las temperaturas del líquido y del cuarto, determina la temperatura del líquido 30 minutos 
después de la primera observación. 


12. Un cuerpo se lanza desde lo alto de una torre con un ángulo de 45° por arriba del plano horizontal; 
cae al suelo en 5 segundos en un punto cuya distancia horizontal del pie de la torre es igual a la 
altura de ésta. Determina la altura de la torre. 


13. Un móvil parte del origen de coordenadas y después de t segundos la componente x de su velocidad 
es ^ — 4 y la componente y es 4t. Determina: 


а) la posición del móvil después de / segundos. 
b) la distancia recorrida en la trayectoria. 
c) laecuación de la trayectoria. 


14. Un proyectil se dispara contra una pared vertical situada a una distancia de 380 metros. La velocidad 
inicial es de 95 m/s. 


a) Sio = 45°, determina la altura del impacto del proyectil en la pared. 

b) Determina а de manera que el impacto del proyectil sea en la base de la pared. 

c) Determina «+ de manera que el proyectil llegue a la pared a la altura de 47.5 metros. 
d) Determina a para la máxima altura del impacto en la pared y calcula esa altura. 


15. Una partícula se mueve en el plano xy de manera que los componentes de la velocidad paralelos al eje 
de las x y al eje de las y son, k, y К, respectivamente. Demuestra que la trayectoria es una hipérbola 
equilátera. 


© Verifica tus resultados en la sección de respuestas. + +... оона а ...0.0.0.0...у.. > 5 


Cálculo de la integral definida 


Diferencial del área bajo una curva 


Considerando la función ó (x) y sea у = @ (x) la ecuación de la curva АВ. 


y 
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Con base en la figura de la página 228, sea CD la ordenada fija, EF la ordenada variable y A la medida del 
área CEFD. Cuando x toma un incremento pequeño Ax, А toma un incremento AA(— EGJF). 

Al completar los rectángulos EGHF y ЕСЛ, se observa que: 

área ЕСНЕ < área EGJF < área ЕСЛ, es decir, EF(Ax) < ЛА < GJ(Ax). Al dividir entre Ax, se tiene: 


mo 
Ax 


Si Ах — 0, entonces, puesto que EF queda fija y GJ tiende hacia EF como límite (dado que y es una 
función continua de х), se tiene que: 


dA 

— = у(= EF) 

Жо! 
Empleando diferenciales, se tiene: 


dA = y dx 


Teorema sobre la diferencial del área bajo una curva 


La diferencial del área limitada por una curva cualquiera, el eje de las x, una ordenada fija y una ordenada 
variable es igual al producto de la ordenada variable por la diferencial de la abscisa correspondiente. 


La integral definida 


Del teorema anterior se deduce que si la curva AB es el lugar geométrico de y — ф (x), entonces dA = y dx; 
es decir, dA = ó (x) dx, donde dA es la diferencial del área entre la curva, el eje de las x y dos ordenadas. 


Al integrar, se tiene: Ї АА = fa x)dx 
A= f(x)+C 


Para determinar el valor de la constante de integración C, se observa que A = 0 cuando x = a. Al 
sustituir estos valores en la integral obtenida, se tiene: 


A= /(х)+С 
0 — f(a)+C, dedonde, C =— Ка). 
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Por tanto, se tiene que: 
A=f@)-f(a) 


De acuerdo con la figura de la página 229, se tiene que el área CKLD cuando x = b es área 
CKLD = f(b) — Ка). 


Teorema sobre la integral definida 
La diferencia de los valores de Ї ydx para x = a y x — b da el área limitada por la curva cuya ordenada es 
y. el eje de las x y las ordenadas que corresponden a x — a y x — b. Simbólicamente se tiene: 
b 
f ydx que se lee: la integral desde a hasta b de y dx. 
La operación anterior se denomina integración entre límites, donde a es el límite inferior y b es el 
límite superior. 


b 
Por tanto, la expresión | ydx se llama integral definida. 


Cálculo de una integral definida 
Pasos para su solución: 


1. Integrar la expresión diferencial dada. 
2. Reemplazar la variable en esta integral indefinida, primero por el límite superior, después por el inferior 
y restar el segundo resultado del primero, es decir: 


f yd = ureo cf = tro c]- Lr) c]- /®)— fe 


No es necesario tomar en cuenta la constante de integración puesto que siempre desaparece en la 
sustracción. 





5 
Determina la 1 х dx. 

2 
Solución 


Al integrar la expresión diferencial dada por medio de la fórmula 4, se obtiene: 


5 
Sed х) 
2 4h 


Al sustituir la variable por los límites resulta: 


al (589 Q* 625 16 
4h 








—————— = 152.25 
- - 4 4 


5 
] = 4х =152.25 
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2 өе. Determina la ES 
Va 
Solución 
Al integrar la expresión diferencial dada por medio de la fórmula 5, se tiene: 
* dx 
Í A Пах], 


Al sustituir la variable por los límites resulta: 


[Inx] —Ine—1n1—1—0—1 
[== 
P x ай 
г rdx 
З ее. Determina la E == 
rx 


Solución 


Al integrar la expresión diferencial dada por medio de la fórmula 20, se tiene: 





Xx 
rarcsen х 
r 


r гах r dx 
hu 


Al sustituir la variable por los límites resulta: 





|rarcsent - rarcsen ИИ... = r(90?) — 4(0?) = 
r lo r r 
Р г РЕ... 
"A № 


4 ө». Determina la [2а 





Solución 


Al integrar la expresión diferencial dada por medio de la fórmula 9, se tiene: 
: — [send] 
| cos640 = [seno]; 
AI sustituir la variable por los limites resulta: 
5 T 
[sena]? = sen; —sen0 =1-0=1 


n 
a f3cosodo=1 
0 
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5 ee Determina la | soctoao. 
Solución 


La integral tiene la forma | sec" иди, en donde n = 4 y satisface la condición del caso V (integración de 
potencias de la función secante o cosecante). 


Al factorizar el integrando, se tiene: f, 3 ес*040 = I 4 зес20 sec? 40. 
Al aplicar la identidad trigonométrica sec’ 0 — 1 + tan" 0 resulta: 
|| зес?Өзес?®аб = | *secrot 4-лал20)40 
0 0 
AI multiplicar se tiene: 
[seco -tan?6)40 — f+scc?@40+ f*tan*0sec*odo. 
0 0 0 


3 
Aplicando en 1 y 2, las fórmulas 10 y 14 respectivamente resulta: 


мез 
tan + 3 





Гао 





Al sustituir la variable por los límites, resulta: 





х tant 7 

3 "A 3 

tano + = ai =lugty A (tano += 
3 4 3 3 


-(1H1)-0+0-4 
3 3 


л P + sec'ód8 — 


„|+ 





Cambio de límites correspondiente a un cambio de variable 


Cuando se integra por sustitución de una variable (método de integración por racionalización) a veces es 
algo laborioso volver a transformar el resultado en función de la primera variable. Sin embargo, cuando 
se integra entre límites se puede evitar el procedimiento de regresar a la primera variable, cambiando los 
límites de tal manera que correspondan a la nueva variable. 
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[ 3 
Como n = 4, sea х = г“; entonces х2 = z?,x4 = 27, dx = 47° dz. Para cambiar los límites, se observa que 


cuando x = 0,2 = Oy x = 16,2 = 2. 








; 2 3 2 25 
Por lo anterior, tenemos: I х?йх ER (Az zd). - 4f, га: 


1+ 53 14-27 
цэн ын TE 
AI dividir, se tiene: 1+23) 23 5 2 
MUN i © аб * 
27-02 t 374 3 
шанг! 1+ = 133% 


Ahora, se tiene que: 


34. 
Ч 5 -41ДЁ-1 











=) aig fi zd gi 


En las integrales 1 y 2, se aplican las fórmulas 4 y 5 respectivamente lo que resulta: 


224: [427 _ 
01423 [30 





2 
41, :24:-4 * tin +29] 


Al sustituir la variable por los límites, se tiene: 


2 2 
а in (14-z »| -= AO? Stay] fiio] 


[Em 9 [oni] 7370 








16 
Ї 52 = 7.7370 
mE: 


2 
*: Determina la Mg 3 
3 

(х— 2j +3 
Solución 

2 

Como n = 3, sea х – 2 = 27; entonces (x—2)3 =z? y dx = 32 dz. Para cambiar los límites, se observa que 
cuando x= 3,2 = 1 ух = 29,2 = 3. 
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29 (х 2) dx 322(32242) [3 24 
cca page sr 











Por lo anterior, tenemos: m 2.3 
3 1 
(х—2)3+3 221 224 
2-3 4 У 
Al dividir, se Пепе: 22 +3) 25 MES m c РБ ы 
4-32 12 +3 12 +3 
—322 
+352 +9 
9 
Ahora, se tiene que: 
Г Z dz 2 ын 
зј 8f e-+ гаје на ida M emos 
y 


En las integrales 1, 2 y 3 se aplican las fórmulas 4, 1 y 18 respectivamente lo que resulta 
3| 24 – ЈА dm [^ [вет маи | 
22 + 43 vel, 


AI sustituir la variable por los límites, resulta: 








27 27 1 
3-9 9 S m Eos 
| vi зая $ - lo- (З)+—= Totan- эй ЭМЭЭЖ" x 
ESE d ї | -| т ‚| 
[ кетч 27 ni 3 =11 A 
9 343 


х= ыш 


=. а ЗҮЙ. T=8+ —= 
43 za 243 
= 16.16209714 


2 
PER _ % 16009714 
(x—2) +3 


3 





EJERCICIO 21 


: |. Comprueba las siguientes integrales definidas. 
Escribe los nümeros 
correspondientes - а ду 7 

1. 2 dz= 3; — == 
Competencias Í AM di а: + у: 4а 

4 

Competencias " - 796, as E 
his 2. Ј, senyay 2 4. f «ах x*)dx n 
234 
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л 


D 


a 
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fi dx _ 01341 
19 — 4x? 
= 03167 
J| За = 32.6666 
SL = 0.5493 
z sen 20 
[абава 
as 
ү 4 
2 zoo —À 
| (а Руф == 
4 4у 
| -2 
лу 


SEL 15680 
0144 





17. 


18. 


19. 


20. 


ZI. 


23. 


24. 


UNIDAD 4 
Aplicaciones de cálculo integral 
1 2 с0530 5еп3040 = = 
0 12 
Ј тюхас-1 
0 


È 2 + 2с05Х 


ES 49 03167 
0 e 


dx=4 





= 0.7320 


1 de 
sa 


—0.8813 


2 ах 
È va? 2x42 Е 











И. Comprueba las siguientes integrales definidas por medio del cambio de límites correspondientes 


a 


........................................................................................................ 
— 
~ 


un cambio de la variable. 








16 14 
: (за i Замд 
1412 ~ 
4 dx 
= 1.8027 
1 Ir Nx 
з. Ј-р n 
Tr 
| 
ах 1 
d. rm =3 O 
I J2x (9 4- 32x) 3 
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2 resultados. 
: LL IEEE: 
: 2. Ja 
: 3. 
Јет ч 
: 4. IT E 
5 5, ps 
6. Ј ae 
= dé 
Ч. uS. 
dum 
4 dx 
8. es 
íi dð 
9. [+ 
Dn 
2 xdx 
10. НЬ... ВИ 
hostem 
з xdx 
M dcm 
5 dt 
2: Jo 
13. f orna 
м. [300821 
0 со820-1 
15. na senzdz 
1 cosìz—Scosz+4 
16. ф 3 x?sen3x dx 
! хах 
17. h 
18. Г 


© Verifica tus resultados en la sección de respuestas. 
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22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


21: 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33: 


34. 


III. Encuentra el valor de cada una de las siguientes integrales definidas у en plenaria discute tus 


farra 

m D. s 

Ї [ejas 
[Aa 

2 tdt 
Ч 5-4 


Г (83 — 6x? -- 12x + 5)dx 
! (х-2У 


2 хах 
La 














Jr КО — 3x)dx 


E (3x3 — 24x? + 48x + 5)dx 
3 —8x+16 
fe + 2х? + 2)ах 

I (x 4-1 

@ e 





0 3 
(x+1)4 
Ї хах 
! (3х2 —1y 


Гав а 
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Cálculo del área bajo una curva dada 


Para determinar el área de una curva con respecto al eje x entre las ordenadas x — a y x= b se utiliza la 
fórmula: 


Área — | ус 


donde se sustituye el valor de y en términos de х obtenido de la ecuación de la curva dada. 
Para determinar el área bajo una curva con respecto al eje y entre las abscisas y = a y y = b, se utiliza 
la fórmula: 


Área — | ху 


donde se sustituye el valor de x en términos de y obtenido de la ecuación de la curva dada. 









EJEMPLOS 


“Саїсша por integración el área del triángulo limitado por la recta y = 5х, el eje de las х y la ordenada x = 6. 
Comprueba el resultado determinando el área como la mitad del producto de la base por la altura. 


Solución 


b 
Al sustituir en la fórmula | y dx y aplicar directamente la fórmula 4, resulta: 
a 


90 








Área = | ydx— | зхах- 





ы _ 56 50 _ 
2 2 2 


Para su comprobación, gráficamente se tiene: 


Á (base altura) 
геа = —————_—— 


Al aplicar la fórmula: 2 


Y sustituyendo los datos, resulta: 


Хад... (base)(altura) n (6)(30) i. 
— 2 2 LCDD. 








El área del triángulo limitado por la recta y — 5x, el eje de la x y la ordenada x — 6, es de 
90 unidades cuadradas. 
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2 ee Determina el área limitada por la parábola у = x, el eje de las х y las 
ordenadas x — 1 y x — 5. 


Solución 


Al sustituir en la fórmula f ydx y aplicar directamente la fórmula 4, 


resulta: 
-Ef 
31 


Área — "уф f" 


3 3 
Хус ӨР (DU. 








El área limitada por la parábola у = x^, el eje de las x y las 


| 
ordenadas x = 1 ух = 5, es de 41 3 unidades cuadradas. 


3 e» Determina el área limitada por el círculo x^ + у’ = 36, el eje de las х 


y las ordenadas x — —4 y x — 5. 
Solución \ 
Al despejar у de la ecuación dada, tenemos: y = /36—х?. 
Al sustituir en la fórmula n y dx y aplicar directamente la fórmula 
23, resulta: 


Área — [? уд = |“ 36 рэн 3) 


6 


Área = > 36 (SF + 18arcsen? Sp (—4)? — I8aresen 2 


Área =8.2915 + 18(0.9851) + 8.9442 — imn ~ 48.1025 


El área calculada debe ser menor que la del área del semicírculo, que se calcula simplemente como: 


ar? _ (3.1416)(36) 


Área del semicírculo = EJ 5 = 56.486 


El área limitada por el círculo x^ + y? = 36, el eje de las x y las ordenadas x = —4 ух = 5, es 
aproximadamente de 48.1025 unidades cuadradas. 
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4 e* Determina el área de la superficie limitada por la curva ху = K el eje de las x y las ordenadas x = a y x = b. 
Solución 
12 


Al despejar у de la ecuación dada, tenemos: у= — 
х 


b 
Al sustituir en la fórmula | ydx у aplicar directamente la fórmula 5, resulta: 
a 


b bk2 
Área = f у= f ие = Кар E Ina — Enb— Ina) а? 


El área de la superficie limitada por la curva xy = К, el eje de las x y las ordenadas x = a y x = b, 


es iin? unidades cuadradas. 
a 


5 e* Determina el área de la superficie limitada por la curva y^ = 4x, el eje de las y y las abscisas у = 0 y y = 4. 
Solución 
y? 


Al despejar x de la ecuación dada, se tiene: х= T 


b 
Al sustituir en la fórmula | хау y aplicar directamente la fórmula 4, resulta: 
a 


a pef d» 0» 4 
Área — f'xi- k- dy а) ЭЭЖ 124 


El área de la superficie limitada por la curva y = 4х, el eje de las y y las abscisas y — 0 y y — 4, es 
5 unidades cuadradas. 


6 @°-Bosqueja la curva у= 2sen == y determina el área de una arcada. 
Solución 


: TX : 
Primero se trazan los rasgos de la curva у=2 =, es decir: 


En la tabla se observa 
que los límites de la arcada 
ѕопх = Оух = 2. 
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b 
Al sustituir en la fórmula | ydx y aplicar directamente la fórmula 8, resulta: 
a 


AA ¿4 2 == a ЭЕ. ЩЩ | 
T 2 т 2 т T и | 


El área para una arcada de la curva y — 2sen 7 esde 8 unidades cuadradas. 
T 


7 ©®e-Bosqueja la curva y = cos 2х y determina el área de una arcada. 


Solución 


Primero se trazan los rasgos de la curva у = cos 2x, es decir: 





En la tabla se observa 
que los límites de la 
arcada son: 


т 
х=—— ух= 
4 


eja 





b 
Al sustituir en la fórmula | ydx y aplicar directamente la fórmula 9, resulta: 
a 





—sen2x 
т 


Ала = f ydr= | водхас-Ї й 
2 E 





Área = „зеп -уео|—®) = 1 + È ==} 
2 4) 2 4) 2 2 


El área de una arcada de la curva y — cos 2x es de 1 unidad cuadrada. 
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Cálculo del área cuando las ecuaciones de la curva se dan en forma paramétrica 


Por lo general, las coordenadas x y y de un punto de una curva se expresan como funciones de una tercera 
variable, por ejemplo f у se denomina parámetro. Dadas las ecuaciones de la curva x = f(t), 
у = Ф(1) expresadas en forma parametrica, en donde cada valor de / da un valor de x y un valor de y, 
dando lugar a un punto de la curva. 


Por lo anterior, tenemos que: х= (Б у= 1) 
dx = | (па 


donde, área = | “мг T ? (f Mat. 
а ц 


Se observa que f = t, cuando x = a y = t, cuando x = b. 








ЕЈЕМРІОЅ 
о Ё 


* Determina el área de la superficie limitada por una arcada de Іа cicloide x = а (0 — sen 0), у = a (1 — cos 0) 
y el eje de las x. 


Solución 


Primero se trazan los rasgos de la cicloide, es decir: 


РӘ 0 0.0235 00782 0.1811 05707 1.2283 16490 21179 31416 4.1651 4.6340 5.0547 57123 61019 6.2048 6.2595 6.2832 


EM O 01340 0292? 05 1 15 1.7071 1.8660 2 1.8680 1.7071 15 1 05 0.2929 0.1340 0 





Nota: para tabular y graficar, se considera el valor de a — 1. 


y 


X 
27 


т 
0 0= 27 
0 x—2ma 


0 


Como y = a (1 — cos 0) y x= a (0 — sen 0), tenemos que dx = a (1 — cos 0) d0; de la tabla se observa que 
los límites de la arcada son x — 0 y x — 27. 
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b 
Al sustituir en la fórmula | уйх, se obtiene: 
a 


b 2x 27 
Área = | ydx = L a(1— cos6)a(1— cos0)d0 — a? ih (1— cosy? ад 


2х 2х 2л 2x 
сай 2 2 2020 Dal 2 2 
Área = а? f (1-со80--со820)40--а f, d 2a? |, совб48+ а? | со8:040 


! 2 3 


Para las integrales 1, 2 y 3, se aplican respectivamente las fórmulas 1,9 y el caso Il para la integración de 
productos de potencias pares de senos y cosenos por medio de ángulos múltiplos, lo que resulta: 





2 1" 49-22 ("" создав + а? |” соё2040--120--242 
а? | - $, così жа f cos = |а°0 — "изге 1 


а?(0) 4 d 


а20 =! 


а(2т) а?ѕепАх 


= la?(27)—2a?sen27 + + —|а2(0)— 2a?sen(0) + 




















Arca = За? т 
El área de una arcada de la curva cicloide es de Зал unidades cuadradas. 


2 @e-Determina el área de las cardioide x = а (2 cos 0 — cos 20) y y = а (2 sen 0 — sen 20). 


Solución 


Primero se trazan los rasgos de la cardioide, es decir: 





Como y = a (2 sen? — sen 20) y x = a (2 cos 0 — cos 20), se tiene que dx = Ја (sen 20 — sen 0) 40; de 
la gráfica, se observa que cuando 0 varía de derecha a izquierda, el área que describe la cardioide es el doble 
del área comprendida de 0 a т. Por lo anterior anteponemos —2 a la forma del área. 


242 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 4/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


UNIDAD 4 
Aplicaciones de cálculo integral 


b 
Al sustituir en la fórmula —2 | y dx, se obtiene: 
a 


b x 
Área = =2[ ydx = == |. a(2sen0 — sen20)2a(sen 20 — зепб)ад 
Área — |, вазе 20sen0 + Sa?sen?0 +4a?sen?20 — 4a?sen2 0sen0) dO 


Área = —12a? | "зеп205еп040-1-802 fi " sen?0d6 + 4a? |) " зеп?2040 
Ө ы o „ч 
1 2 3 


Para resolver la integral 1, se aplicar el método de integración de productos de funciones seno y coseno 
con diferentes argumentos en la misma variable caso lll; utilizando la fórmula 2 de integración directa de 
dicho caso, tenemos: 


-12a? [У sen20send0 —[2a? ѕеп30 — ба? send]; 


Para resolver las integrales 2 y 3, se aplica el método de integración de productos de potencias pa- 
res de senos y cosenos, por medio de ángulos múltiplos caso Il; utilizando las fórmulas trigonométricas 


ѕеп20 = 5 = төв 20 y sen?20 = i — zoo 40, respectivamente, resulta: 


ва? |" зеп?040 — 8а? f ЈЕ - ges 20 ад = [4420 — 2a?sen26]; 





т п 2 = 
4a? | sen?2048 = 4а? | [5 = Тсо4д ад = |2a?0 — 2 sen so 
0 032" 3 2 
Al escribir de forma unificada los resultados correspondientes, tenemos: 
2 т 
Área = [2420 + 4а20 — ба?ѕеп® — 2a?sen 20 + 2a?sen30 —“_5еп40 
2 
2 
Área = |6a? (1) — 6a?sen (т) — 2а?ѕеп2(т) + 2а2ѕеп З(лт) — Ч sen4(7) 
2 


2 
6a?(0) — 6a?sen(0) — 2a?sen 2(0) + 2a?sen 3(0) — E sen40) = бат 





El área de la cardioide es de балт unidades cuadradas. 





EJERCICIO 22 


pra |. En grupo y con asesoría de su profesor, determinen el área de la superficie limitada por la curva 
— dada, el eje de las x y las ordenadas dadas. 


Ferrum 1. y=9-x;x=0,x=3 3. y=x;x=0,x=4 





oru eiu 2. y=X+x+1;x=2,x=3 4 y-2x 33 4 xix — —3.x—3 
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di y= +25 x=1,1=4 13. y=4x-x;x=1,x=3 
х 
6 y=X+4x+5;x=1,x=4 И, HR == 2 


) — 4, = — = 
DF SA 15. SERE Zx=1 


en lő: у=ухж=74=2 


17: у-Ж-288-02,2-1 
9. y=xyx+1;x=0,x=3 : 


18. у-х2ү/х-4:х-44,х-5 
10. y-—rr2:;:——353—4 STES i ” 


1 
11. у= хүл? +5; x 20, x —2 19. y—L—px--hx-2 
3+x 
i NM CEN E. 20. у-х-2х-3:х--2,х-1 
(x+2)? 


|. En equipo de dos personas, determinen el área de la superficie limitada por la curva dada, el eje 
de las y y las abscisas dadas. 


1. y=4-x;y=0,y=3 12. ay —x;y-0,y—a 
2. х —4y4-16y ——2, y - 0 1 
13. x=>5-yy=2y=3 
3 xX=9-y;y=0,y=8 y 
4. 22-уту-(пку-2 14. x=yy/y+5; y=-1, y=4 
5 х-44у-0,у--1у-0 15. x=y:y=1,y=3 
1 
- 2 2 E 16 х=—=; у=1, у=4 
6. ах ууа у’; y=0, у=а Уу 
10 2 
Я. ES ;у=0, у=5 17. x=yy*-4; y=-3,y=-3 





Му+4 


8. ху—Ку=ау=ђ 18. x=Iny,y=1,y=e 





1 
9. х=ду—угу=фу=3 19. к= 27 r5 
lO. y=8y=1,y=4 20. х= Лазу; y=1, y=8 
11. у-аху-0,у-а 


III. Resuelve los siguientes problemas y еп plenaria discute tus resultados. 


1. Calcula por integración el área del triángulo limitado por la recta y = 3x, el eje de las x y la orde- 
nada x — 5. Comprueba el resultado, obteniendo el área como la mitad del producto de la base por 
la altura. 


2. Calcula por integración el área del trapecio limitado por la recta 5х — 8y + 40 = 0, el eje de las х 
y las ordenadas x = —6 ух = —1. Comprueba el resultado obteniendo el área como la semisuma 
de las bases por la altura. 


....................................................................................................... 
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Calcula el área limitada por la parábola у = (x — 1), el eje de las x y las ordenadas х = 1 у 
Х--5. 


Calcula el área limitada por el círculo х + у’ = 16, el eje de las x y las ordenadas x = —3 y 
Жэ2: 


Calcula el área limitada por la elipse Зх? + 4y° = 108, el eje de las x y las ordenadas x = —3 y 
x3. 


Calcula el área limitada por la elipse x^ + Зу = 6, el eje de las x y las ordenadas x = —2 y 
х==2: 


Calcula el área limitada por la hipérbola еди! мега y=—, eje de las х y las ordenadas 
x=1yx=3. х 


Calcula el área limitada por la parábola y = x° = 2x, el eje de las x y las ordenadas x = 0) y 
r=% 


Calcula el área limitada por la parábola у = 4 — x°, el eje de las x y las ordenadas x = —1 y 
X-—L 


Calcula el área limitada por el círculo x^ + у’ = r’, el eje de las x y las ordenadas x = 0 у 


X = fr. 
x x 


. : — А ај = — a 
Determina el área de la superficie limitada por la catenaria y = ale +e E] el eje de las x y las 
rectas x = a y x = —a. 


IV. Bosqueja cada una de las siguientes curvas y determina el área de una arcada. 


l. 


y—sen7 6. у = зес 0 
7. у=х sen3x 
y=2cosx - 
1 

9 8 У 
у=2соз=- ^o 34c0s2x 
y = sen 2х 9. y=ysenx+1cosx 
y = tan x sec^x 10. у = cos 0 sen 0 


V. Determina el área para las siguientes curvas, cuyas ecuaciones se expresan en forma paramétrica. 


2. Determina el área de la superficie limitada por una arcada de la curva сотрайега de la cicloide 
x = at, y = a (1— cos 0). 

3. Determina el área de la superficie limitada por una arcada de la cicloide x — 0 — sen 0, y — 1— cos 0 
y el eje de las x. 

4. Determina el área de la cardioide x = 2 cos 0 — cos 20, y = 2 sen 0 — sen 20. 

6 
5. Determina la Ї хуйх, siendo x = 6 cos 0, у = 2 sen 0. 
@) Verifica tus resultados en la sección de respuestas.» + » + « « + « + 8:8:5:8:8:8:8:0:8:9:8:0:8:8-070:8 8/9:810 ө » 


Determina el área de la hipocicloide x = a сов 0, y = а sec'0, siendo 0 el parámetro. 
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Integración aproximada (fórmula de los trapecios y fórmula de Simpson) 


Representación geométrica de una integral 


Hasta este tema la integral definida se ha presentado como una expresión para determinar el área. Lo 
anterior, no significa que siempre toda integral definida represente un área, puesto que la interpretación 
física del resultado depende siempre de la naturaleza de las magnitudes que representen la variable de la 
abscisa (x) y la variable ordenada (y). 1 

Considerando (x, y) como las coordenadas de un punto fijo. la integral 1 ydx representa realmente un 


área. Si suponemos que la ordenada representa la velocidad de un punto móvil y la abscisa correspondiente 
representa al tiempo cuando el punto tiene dicha velocidad; entonces su representación gráfica es la de 
una curva que describe la velocidad del movimiento y el área bajo ella entre dos ordenadas representa la 
distancia recorrida en el intervalo de tiempo limitante. 

Por lo anterior, se deduce que el valor de la integral que representa el área es igual al valor que repre- 
senta la distancia; de igual manera, toda integral definida cuyo significado sea volumen, superficie, masa, 
fuerza, etcétera, puede ser representada geométricamente por un área. 


Fórmula de los trapecios 


La aplicación de la fórmula de los trapecios es ütil 
cuando la integral № s f(x)dx sea difícil de obtener 
o no se pueda realizar en términos de funciones ele- 
mentales. 

El valor numérico exacto de Года es la 


medida del агса de la superficie limitada por la curva 
y = f(x), el eje de las x y las ordenadas x = a y 
x= b. El valor de esa área puede determinarse, aproxi- 
madamente, sumando trapecios, tal y como se explica 
en la figura de la derecha. 

Se divide el segmento b — а del semieje Ox en л 
partes iguales, donde Ax es la longitud de cada parte, es decir: 


_b-a 
© n 





Ах 





Sean las abscisas sucesivas de los puntos de división de la función: 
Xy = до Хр Хр Xy X = b 


Se trazan en estos puntos las ordenadas correspondientes de la curva у = f(x), donde y, = f(x). 


y, = би, у, = fü). у, = f(x)... = Ла. 


Se unen las extremidades de las ordenadas consecutivas con líneas rectas (cuerdas); de esta manera 


se formarán trapecios. Dado que el área de un trapecio es igual a la semisuma de las bases por la altura, se 
tiene que: 


2 ) Ах = área del primer trapecio, 50 +y,)Ax= área del segundo trapecio,..., 
5 y, 1 + Y,)A x = área del enésimo trapecio. 
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Al sumar, se obtiene la fórmula del área de todos los trapecios, es decir: 


Es necesario tomar en cuenta que cuanto mayor sea el número de intervalos (cuanto más pequeño sea 
Ax). más se aproximará el área total de los trapecios al área bajo la curva. 





OS 


*Empleando la fórmula de los trapecios, calcula el área aproximada para la curva y = x^, dividiendo desde 
х = 2 hasta x = 8 en seis intervalos. Compara el resultado obtenido efectuando la integración directa. 


Solución 


Se determina primero la longitud de cada intervalo, es decir: 


A partir de la curva y = x^, se construye la siguiente tabla para los valores de las abscisas sucesivos de 
tamaño Ах = 1, a partir dex = Јах = 8. 


х 2 3 4 5 6 7 8 
y 4 9 16 25 36 49 64 


Los valores obtenidos se sustituyen en la f6rmula de los trapecios, re- 


sultando: 
fan [Prot th, ERTAIN 
Aseh =|1+9+16+25+36+49+1 (690) 
Ала =169 


Por la fórmula de los trapecios, el área aproximada para la curva 
y = X es de 169 unidades cuadradas. 


Al realizar la integración directa (aplicando la fórmula 4) resulta: 











b 8 3 
Área= | ydx= x!dx-|— 
ата 
Area = | | |7 
3 3 
Área —1702 32 — 168 O 23455 78 
3 3 
247 
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Por integración directa, el área bajo la curva у = x^ es de 168 unidades superficie. 
Comparando resultados (ver figura de la página 247), observamos que: 169 = 168 


2 e*Empleando la fórmula de los trapecios, calcula el área aproximada para la curva х? фу = 64, dividiendo 
desde x — 4 hasta x — 8 en ocho intervalos. Compara el resultado obtenido, efectuando la integración directa. 


Solución 


BA 1873. ds 
n 8 








Se determina la longitud de cada intervalo, tenemos: Ax — 


De la ecuación x^ + y^ = 64, se despeja con respecto a y, resultando y = 64 — x°, para la cual se cons- 
truye la siguiente tabla para los valores de abscisas sucesivos de tamafio Ax — 0.5, a partir de x — 4 a x — 8. 


4 45 5 5.5 6 6.5 7 7.5 





6.928 6.614 6.244 5.809 5.291 4.663 3.872 2.783 


Los valores obtenidos se sustituyen en la fórmula de los trapecios lo que resulta: 


1 1 
Arca total = [3x +y, у, + +. + У, IX 


Хози кока — | 6928) 4- 6.614 + 6.244 + 5.809 + 5.291 + 4.663 + 3.872 + 2.783 + 10) (0.5) = 19.37 


Por la fórmula de los trapecios, el área aproximada de la curva х + y? — 64 es de 19.37 unidades 
cuadradas. 


Efectuando la integración directa (aplicando la fórmula 23) resulta: 
b 8 
Arca= | у4х = |, X64 — x? dx 
a 4 
Área — EE у зрака | 
Агеа = È „64 — (8)? + 32arcsen=] 


[pu — (4)? + 32arcsen | 
Arca = 19.653 


Por la integración directa, el área bajo la curva 
X + у? = 64 es de 19.653 unidades de superficie. 





Comparando resultados (ver figura de la derecha), observa- 
mos que 19.37 = 19.653. 


248 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 10/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


UNIDAD 4 
Aplicaciones de cálculo integral 


3 @e-Empleando la fórmula de los trapecios, calcula el área aproximada de la curva ху = 1, dividiendo desde 
х = 3 hasta х = 10 en siete intervalos. Compara el resultado obtenido, efectuando la integración directa. 


Solución 
b-a 10-3 


Se determina primero la longitud de cada intervalo, se tiene: Ах = ——— | 
n 








x : 1 — 
De la ecuación xy — 1. se despeja con respecto a y, resultando y — — para la cual se construye la siguiente 
Х 


tabla para los valores de abscisa sucesivos de tamaño Ах = 1, а partir de x — Зах = 10. 


х 3 4 5 6 7 8 9 10 
y 0.333 0.25 0.2 0.166 0.142 0.125 0.111 0.1 


Los valores obtenidos se sustituyen en la fórmula de los trapecios lo que resulta: 
Área total > , A 
total = 2^ tX ћу Ку eet, 27, x 


Área total = | (0333) +025+02 +0.166+0.142+0.125+0.111+1(0.)|@= 1.2100 


Por la fórmula de los trapecios, el área aproximado para la 
curva xy = 1 es de 1.2100 unidades cuadradas. 


Al realizar la integración directa (aplicando la fórmula 5), resulta: 
(of? o Pda T 
Ата = f уйх= f ш 


| Área = In10 — ш3 = 1.2039 


Por integración directa, el área bajo la curva ху = 1 es de 
1.2039 unidades cuadradas. 





Comparando resultados (ver figura de la derecha), observamos 
que 1.2100 = 1.2039. 





Fórmula de Simpson o parabólica 


Al unir los extremos de las ordenadas sucesivas con arcos de parábolas y sumar las áreas bajo dichos 
arcos, se obtiene una mayor aproximación del área bajo una curva. 

Una parábola con eje vertical puede hacerse pasar por tres puntos cualesquiera de una curva, una serie 
de arcos parabólicos se aproximará lo más posible a la curva dada que la línea punteada formada por las 
cuerdas que dan lugar a los trapecios. 
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La ecuación de dicha parábola tiene la forma y = ах? + 2bx + с, donde los valores de las constantes 
a. b y с pueden determinarse de manera que esta parábola pase por tres puntos dados. 

Se divide el intervalo desde x = а = OM, hasta x = b = OM, en un número л (par) de partes iguales, 
cada una de tamaño Ax. Para cada serie de tres puntos sucesivos 
Py Py Р, Р, Р, P¿P,, Р, Р, etcétera, se trazan arcos de pa- 
rábolas con ejes verticales. Las ordenadas de dichos puntos son 
Vos Vis Yas Уз». ++ Y tal y como se indica en la figura de la derecha. 

Sustituyendo el área М, Р, Р,М, por una serie de tiras pa- 
rabólicas dobles como M, Р, P, Р, M,, cuyo extremo superior 
es en cada caso, un arco parabólico cuya ecuación es у = ах” + 
2bx + c. El área de cada tira se obtiene empleando la fórmula: 


h 
Área -30434 459 


Para la primera tira parabólica, se tiene que Л = Ax, 
Y = У» y! = у, y" = y; así, su área es: 





M,PABM, = бү +49 ey) 
De la misma manera, se tiene que para la: 


Segunda tira parabólica: M,P,P,P, M, = EI +4у, + yj). 
Tercer tira parabólica: М,Р,Р,Р,М, = 3% +4y +) 


Ultima tira parabólica: M, „Р Р, РМ, = А Фу, (У). 


Al sumar el área de cada una de las tiras parabólicas, se obtiene la fórmula de Simpson, donde n es 
par; es decir: 
Area total = AX (y, +4y, +2y, +4y, +2 
о > Уул y + У + у. + Ve Foo PI) 


Al igual que en la fórmula de los trapecios, cuanto mayor sea el número de partes en que se divide М, 
М,, más se aproximará el resultado al área bajo la curva. 





EJEMPLOS 
o 


s- Empleando la fórmula de Simpson, calcula el área aproximada para la curva y = x^, dividiendo desde x = 2 hasta 
x = 10 en ocho intervalos. Compara el resultado obtenido, aplicando la fórmula de los trapecios y efectúa 
la integración directa. 

Solución 
: : i А . Б-а 10-2 
Se determina primero la longitud de cada intervalo, se tiene: Ах = == 1 
п 


ш Para la curva у = xl, se construye la siguiente tabla para los valores de abscisa sucesivos de tamaño Ax = 1, 








a partir de x — 2a x — 10. 
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х 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
y 8 27 64 125 216 343 512 729 1000 


Los valores obtenidos se sustituyen en la fórmula de Simpson lo que resulta: 
Ахен total == | A. je E ga 
ЮМ Га ДД: SO Ас.” 


Area total — js +4(27) + 2(64) + 4(125) + 2(216) + 4(343) + 2(512) + 4(729) + 1000] = 2496 


Por la fórmula de Simpson, el área aproximada de la curva y = x^, es de 2496 unidades cuadradas. 


Comprobando a partir de la fórmula de los trapecios resulta: 


1 
Arca total = | 5 у + + e, ЦЭЛ 


Área total Ботен 125+216+343+512+729+5 (1000) (1)= 2520 


Por la fórmula de los trapecios, el área aproximada para la curva y = x^, es de 2520 unidades cua- 
dradas. 


Al efectuar la integración directa (aplicando la fórmula 4), resulta: 


0 4 4 
_ 60) OY _ 500 —4 2496 
„а 4 


! 
х“ 


4 





Area= [`уйх= аа 








Por integración directa, el área bajo la curva y = x? es de 2496 unidades cuadradas. 


Comparando resultados, se observa que por la fórmula de Simpson y por integración directa se obtiene 
el mismo resultado: asimismo, se observa que por la fórmula de Simpson se obtiene una mayor aproxi- 
mación del área que por la fórmula de los trapecios. 


| 2 ••- Етрјсапдо la fórmula de Simpson, calcula el área aproximada para la curva у= х\/25 — х2, dividiendo 
desde х = O hasta x — 4 en cuatro intervalos. Compara el resultado obtenido, aplicando la fórmula de los 
trapecios y efectúa la integración directa. 


Solución 
b-a 4-0 


Se determina primero la longitud de cada intervalo, se tiene: Ах = =т= 1 
п 








De la curva у--ху25-Х7, se construye la siguiente tabla para los valores de abscisa sucesivos de 
tamaño Ах = 1, a partir de x = 0 a = 4. 


х 0 1 2 3 4 
у 0 4.898 9165 12 12 
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Los valores obtenidos se sustituyen en la fórmula de Simpson, resultando: 
As Ax 
ea total = -7 (Yo +4y, +2y, + 4y, +2), +...+у,) 


Área total — 40 +4(4.898) + 2(9.165) + 4(12) +12] = 32.640 


Por la fórmula de Simpson, el área aproximada de la curva y = xv25 —х? es de 32.640 unidades 
cuadradas. 


Comprobando a partir de la fórmula de los trapecios, resulta: 
1 
Área total -Ї» FF Бӱ њу Јах 
Area total = 50 4-4.898--9.165--12 +30 Djo = 32.063 


Por la fórmula de los trapecios, el área aproximada рага la curva y = xy25— x? es de 32.063 
unidades cuadradas. 


Al efectuar la integración directa (aplicando la fórmula 4) resulta: 


3 
(25-х2)2 


3 нм зы 





Arca= | удх- f x25 =- 


Por integración directa, el área bajo la curva у = х\/25 — x? es de 32.666 unidades cuadradas. 


Comparando resultados, se observa que por la fórmula de Simpson se aproxima mucho al resultado obte- 
nido por integración directa; mientras que por la fórmula de los trapecios existe desviación del resultado real. 


3 @e-Empleando la fórmula de Simpson, calcula el área aproximada para la curva у = ү2 — cos? 6, dividiendo desde 
0 = О hasta 0-- = en seis intervalos. Compara el resultado obtenido, aplicando la fórmula de los trapecios. 


—  — Solución 


La longitud de cada intervalo es: Ах = pa A 
п 6 12 


De la curva у = y2— cos? 0, se construye la siguiente tabla para los valores de abscisa sucesivos de 





tamaño Az a partir de 0 = 0 a 8-5. 
12 12 
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Los valores obtenidos se sustituyen en la fórmula de Simpson, resultando: 


Área total - Зо, +4y, +2y, +4у, +2у, +...+у,) 
т 


Área total = = + 41.032) + 21.118) + 41.224) + 21.322) + 41.390) + 1.414] = 1.9092 


Рог la fórmula de Simpson, el área aproximada de la curva у = М2 — соѕ2 0 es de 1.9092 unidades 
cuadradas. 


Comprobando a partir de la fórmula de los trapecios resulta: 


Arca total = (25, +y + + у - 22 +7, Ах 


Area total = |5 4) +1.032-+ 1.118 4-1.224 + 1322413004-20:44 Z) 1.9093 


Por la fórmula de los trapecios, el área aproximada de la curva у = /2 — cos? 0 es de 1.9093 uni- 
dades cuadradas. 


Comparando resultados, se observa que ambos son muy aproximados entre sí. 





EJERCICIO 23 

1. Empleando la fórmula de los trapecios, calcula el área aproximada de las siguientes integrales, 
dividiendo sus límites en el número n de intervalos indicados. Compara el resultado obtenido, 
efectuando la integración directa (siempre que sea posible) y en plenaria discute tus resultados. 


| n " 
s REN x? + Зх йх;п = 5 4. > È; 

: І + 

genéricas 


Competencias 10 4 dx а 
disciplinares 2 [+ TU di 4 ic s SF Te» 


050 + 140:п = 4 





[`+ дсп — 5 6. Г та 9. | эс давт = 3 
3 1x? +1 2 


|. Empleando la fórmula de Simpson, calcula el área aproximada de las siguientes integrales, di- 
vidiendo sus límites en el número n de intervalos indicados. Compara los resultados obtenidos, 
aplicando la fórmula de los trapecios y efectúa la integración directa (siempre que sea posible) y 
en plenaria discute tus resultados. 


з tdt з 5 dx 
J, ren =6 2 |, Ухллбасл--6 3 ke 








......................... 
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5 3 28. 2 = 8 
4. Leg 6. fe 2 ахл-4 8. Г. JA — х2 акп = 6 
5 6 иаи 7 4 
— уз . тш 3 Л = Ж — = 
5. f У126-х1асл-4 t: ha x Jm 
O Verifica tus resultados en la sección de respuestas. « + +1 + + + + + + + + • "PPP Р 


Obtención de áreas planas por integración, cuando 
la diferencial de área es una función cartesiana 


Introducción 


El área entre una curva у = f(x), el eje de las x y las 
ordenadas correspondientes х = аух = b, está dada 
por la fórmula: 


Área — | ydx 


La fórmula anterior es fácil de recordar, puesto 
que el elemento de área es un rectángulo como BQ 
(figura de la derecha) de base dx y altura y. 

El área buscada ACRP es el límite de la suma de 
todos esos rectángulos (tiras) ubicados entre las or- 
denadas AP y CR. 

El teorema fundamental del cálculo integral se 
aplica para el cálculo del área de la superficie limi- 
tada por la curva x = ф(у). el eje de las y y las líneas 
horizontales y — c y y — d. 


Primer paso 


Se construyen los л rectángulos como se indica en la 
figura de la derecha. 

Naturalmente, el área buscada es el límite de la su- 
ma de las áreas de estos rectángulos cuando su número 
tiende a infinito y la altura de cada uno tiende a cero. 





Segundo paso 


Las alturas se representan por Ду,, Ду,, Дуг. etcétera, en cada intervalo. Se toma un punto en el extremo 
superior y se designan las ordenadas de dichos puntos por у,, у, у, etcétera. Por lo anterior, las bases son 


o (y), ФСУ). $ (yy), etcétera. 
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Por tanto, la suma de las áreas de los rectángulos es: 


POPA y, + ф(у,)А у, 4-ФСОу Ду, + + HO, JA y, = У 190)Ay, 


i-l 


Tercer paso 


Por el teorema fundamental del cálculo integral 
se obtiene: 


* = 4 
lim 9043, = f 604 
шин t 
Entonces, el área entre una curva dada, el eje 
de las y y las líneas horizontales y = c y y = d, 
está dada por la fórmula: 


Área = | хау 


La fórmula anterior es fácil de recordar, si se 
piensa en el límite de la suma de todos los rec- 
tángulos horizontales (tiras) contenidos en el área 
buscada, ya que x y dy son la base y la altura, res- 
pectivamente, de un rectángulo cualquiera (figura 
de la derecha). 













EJEMPLOS 


ES dee el área de la superficie limitada por la curva у = хе", el eje de las x y la recta x = 4. 
5 
Solución 


b 
Sustituyendo en la fórmula | ydx у aplicar el método de integración рог partes, resulta: 
a 


Área = | уде [хед |е 9]; = [e*(4—1)] —[e(0—1)] = 3e* +1=164.8 


El área де la superficie limitada por la curva у = хе“, el eje de las x y la recta x = 4, es de 164.8 
unidades cuadradas. 


2 0»-Calcula el área de la superficie limitada por la curva у = In x, el eje de las x y la recta x = 10. 
Solución 


Al construir la gráfica de la curva y= In x, tenemos: 


x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
у 0 0 0.693 1098 1.386 1.609 1791 1945 2079 2.197 2302 
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h 
Al sustituir en la fórmula | ydx y aplicando el método de integración por partes, resulta: 
a 


Área = f^ уйх= | ахах = [xttnx — D]? = [10йа10—1)]—[1йа1—1)] = 14.0258 


El área de la superficie limitada por la curva у = In x, el eje de las x y la recta x = 10, es de 14.0258 
unidades cuadradas. 


З e*-Calcula el área de la superficie limitada por la curva x = ду — y^, el eje de las y y las rectas у = 0 y y = 3. 


Solución 


d 
Al sustituir en la fórmula I ydx y aplicando la fórmula 4, resulta: 


2 A 
Е 0 


El área de la superficie limitada por la curva x = ду — у’, el eje de la y y las rectas у = Оуу = 3, 
es de 20.25 unidades cuadradas. 





Significado del signo negativo delante de un área 


b 
En la fórmula | ydx, а es menor que Б (a < b). Dado que ahora se interpreta el primer miembro como 
a 
el límite de la suma de n términos que resultan de у, А, haciendo i = 1, 2, 3,..., п; entonces cuando y sea 
b 
negativo cada término de esa suma será negativo y | ydx resultará con signo negativo. Lo anterior, 
a 


significa que el área está debajo del eje de las x. 
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“Саїсша el área de una arcada de la sinusoide у = sen x. 
Solución 


Al hacer la gráfica de la curva sinusoide, se obtiene: 


яаг : NUM - MEM 


b 
Al sustituir en la fórmula f ydx y aplicando la fórmula 8, resulta: 





b т 
Al cambiar los límites de la arcada se Пепе: 


b Ја 
Ага = | уф = f senxdx = [-cosx]?" = (—cos2z) — (-cosz) = —1—1——2 


El área de una arcada de la sinusoide y — sen x es: 


Área ubicada por 
(ОАВ) Jo arriba del eje x. 


Јт 1 
Агеа ff a” Área ubicada por 
x abajodel eje х. 





2 @e-Calcula el área limitada por la curva x = 3 + cos 0, y = 4 sen 0. 
| Solución 


Primero se trazan los rasgos de la curva dada, es decir: 


2134 25 3 3.5 3.866 
-2 -3464 — 34644 -2 





Como у = 4 sen? y x = 3 + cos 0, se tiene que dx = —sen 040: de la gráfica se observa que cuando 0 
varía de derecha a izquierda, el área que describe la curva dada es el doble del área comprendida de 0 a т. 
Por lo anterior, anteponemos —2 a las ecuaciones dadas. 
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Al sustituir en la fórmula del área, tenemos: 
b 
Área — —2 f ydx 
Área = -2 f” (4sen20Xsen0)d0 


Área =8 | sen? 046 


Para resolver la integral resultante, se aplica el método de integra- 
ción de productos de potencias pares de senos y cosenos, por medio 
de ángulos múltiplos (caso ||); utilizando la identidad trigonométrica 


ѕеп20 = i - Zoos 20, lo que resulta: 


т zí] 1 
2 л 





El área limitada por las curvas x — 3 + cos 0. у — 4 sen 0 es de 47 unidades cuadradas. 





Área limitada por dos curvas 


Extendamos la aplicación de la integral definida del cálculo del área bajo una curva al del área de una 
región limitada por dos curvas. 

Se considera la región acotada por las dos curvas y = f(x) y y = g(x) y las dos rectas x = a y x = b 
(figura a la izquierda) y se supone que las dos funciones f y g son continuas en el intervalo cerrado [a,b] y que 
fœ) > g(x) para toda x en [a,b]. 


SX) 





El intervalo cerrado [a,b] se divide en n subintervalos cada uno de ellos de longitud Ax y se traza un 
rectángulo representativo de ancho Ах y altura f(x;) — g(x). donde х, está en el i-ésimo subintervalo 
(figura a la derecha). 
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El área del rectángulo representativo es: ЛА = [ fœ- 20 )] Ax. 
La suma de las áreas de los n rectángulos graficados es: Эл Их) ga; Ах 


Por tanto, el área de la región comprendida entre dos curvas, es: 
а b 
Arca = lim Y `[/(х,)— в(х)]Ах = f [£09 — вах 
шышы — " 


Si f y g están por encima del eje x podemos interpretar el área de la región comprendida entre sus 
gráficas simplemente como el área bajo f menos el área bajo g (ver figuras siguientes). 


у 


| 
| 
| 
b 





b 


Area de la región Area de la región bajo f. ; е 
comprendida entre f y р. ан jo f. Arca de la región bajo g. 


Е)}ЕМР1О$-— 





Calcula el área de la región acotada por las dos curvas у = х + 2 y у = —х y las dos rectas x = O y x = 1. 


Solución y=x+2 





Al elaborar la gráfica correspondiente se obtiene: 
Para y — x! +2 Para y — —x 
4 ~" со '| EM. o ' 
Н + 2 :| EA o c 
Tomando а f(x) = х + 2 y р(х) = —x, tenemos que 


Тод > g(x) para toda x en el intervalo cerrado [0.1]. 
Al aplicar la fórmula para el área entre dos curvas, tenemos: 


Área = Гло оа у= х 


Ата = | [х+2)—(—х)]4х= f сек = 





ce. 5 ay 
х РХ үед = 00.833 
ta” | 6 
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El área de la región limitada por las dos curvas у = x + 2 y y = —x y las dos rectas x = 0 y x= 1, es 


17 
de Є unidades cuadradas. 


2 0s-Calcula el área de la región acotada por la curva р(х) = 2 — х y la recta f(x) = x. 


Solución 


Para este problema, los límites a y b están determinados por los puntos de intersección de las curvas f y g. Para 
encontrarlos, es necesario igualar ambas ecuaciones entre sí y resolver para x, es decir: 


x=-x? x+2=0 х—1=0 
12+x-2=0 х--2 х=1 
(x+2Xx—1)=0 


Para elaborar la gráfica se tiene: 


х 





2M: юм NN 
Como fix) < g(x) en el intervalo cerrado [— 2,1] resulta: 


Área — | [200 — fd 


Área f [0.62 хјах 








fog E 
Агеа= | (2 х2-х)4х--12х al, 
3 2 3 өү 
— GEL р- y EX 248 
2 2 
El área de la región limitada por 


la curva (х) = 2 — 2x у la recta 
f(x) = х, es de 4.5 unidades cuadradas. 





 (х)-2-3 
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3 @e-Calcula el área de la región limitada por y = x — 3x — 4 y el eje x. 
Solución 


Para elaborar la gráfica correspondiente se tiene: 


EN o шш; Ш 


y 0 4 -6 -6 -4 0 

Como у = Y — 3x — 4 interseca al eje xen x = —1 y en 
x = 4, también x^ — Зх — 4 < 0 para toda x en el intervalo 
cerrado. 


Área = f ао) – лоас f 0-02 —3x 4а 
x* 3x 
ama 


сї? 31 
3 ч 2 


Агса -Г, (—x? +3х +4)ах = 
2 








2 
Ава-| ЧА + xo өр 


El área de la región acotada рогу = x^ — 3x — 4 y el eje x es de — unidades cuadradas. 


4 •е•-Сасша el área de la superficie limitada por la curva y= х(1+ x) y la recta x = 4. 
Solución 
De la curva у=х(1 + V x). se hace Хо) = х(1 + ух) y gG) =(1— Их) cuya 


representación gráfica es: ко 


= 






| 
| 1 





Ага = SUO = [ха + о – ха – ојах 





5 
Arca = [Иена а) 2" sa «| 


~ ош ло чо 0 © =з 


ГЕНИН 4d: "o 128 


Ix. 2001 
El área de la superficie limitada por la curva y = x(1 +x) y la recta 


128 
x= 4, es de = unidades cuadradas. 


80) 
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5 © •-Саісша el área de la región comprendida entre x = 3 — y у-х-1. 
8 р y 7 
Solución 


Gráficamente, tenemos: 





*[ndica los puntos de intersección. 


Al observar la gráfica, se comprende que se requieren de dos integrales respecto a la variable x para 
calcula el área, es decir, es necesario emplear rectángulos verticales. 

Si se integra con respecto a y, es decir, si empleamos rectángulos horizontales, se tiene que g(y) = 3 — y 
y fO) = y + l. Como estas dos curvas se intersecan en y = —2 y епу = 1, en este intervalo f(y) < g(y). por 
lo que se tiene: 


_ а | LOUP Ee. лах. _ Бака ias lau E 
Ата = | |809-/00у-Г [6-90 +D]b= | 0-» | : 





(1)? ШЫ | (—2)2 du p] 1 8 9 
22 AS ASA рои зуу, ХОЁРТ =» signo 5—- 
Area (20) 2 3 2(-2) 2 3 2 > 3+ +2 33 


El área de la región comprendida entre x = 3 — у y y = x —1, es de i unidades cuadradas. 


Nota: es necesario aclarar. que por lo general para determinar el área entre dos curvas hay que aplicar, para 
rectángulos verticales, la siguiente fórmula: 


Área — T 9 (curva superior) — (curva inferior)dx | En la variable x. 
A 
Para rectángulos horizontales, se aplica la siguiente fórmula: 
Área = | * (curva а la derecha) — (curva а la izquierda) dy | En la variable y. 
Y 


donde (x,.y,). (x,,y,) son, o bien, puntos adyacentes de intersección de las dos curvas o puntos sobre ciertas 
líneas del contorno. 
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Área limitada por dos curvas al intersecarse en más de dos puntos 


Cuando dos curvas se cortan en más de dos puntos, para determinar el área de la región comprendida entre 
ellas, se tienen que buscar todos los puntos de intersección y comprobar en cada intervalo precisado por 
las curvas, cuál de ellas está por encima de la otra. 





EJEMPLOS 
F4 ex. 
-Calcula el área de la región acotada por las curvas f(x) = x — 2x* + x —1 y р(х) = 3x — х —1. 
Solución 
Primero se determinan los puntos de intersección de las dos curvas dadas, para ello se igualan ambas fun- 
ciones, lo que resulta: 


x—2x?--x—1—3x—x?—1 x(x?—x—2)-0 
x1—2x?--x —1— 3x - 3? 1-0 x(x—2Xx4-D—0 
xi—x?—2x—0 $}: lb Х-2 у === 


Para elaborar la gráfica correspondiente se tiene: 


х -1 -0.5 0 0.5 1 15 
f(x) -5 -2.125 -1 -0.875 -1 -0.625 


dx) -5 —2.75 -1 0.25 1 1.25 





Como f(x) > g(x) para toda x en el intervalo cerrado 
[—1.0]. pero también g(x) > f(x) para toda x en el intervalo 
cerrado [0,2]. 

Por lo anterior, se requieren dos integrales para determinar el 
área total, es decir. una integral para el intervalo [— 1.0] y otra para 
el intervalo [0,2]. 


Arca total = fio = водах | [200 — Года 


Área total = Ј [ог — 22 +х—1)—(3х—х2 јаса Јах х2 0 оз —2x? +x—1)]dx 


2 2 


БЭХ вх 
3 4 


0 2 4 
Área total = f G6? — 2—2) + | Qx x? xax = | i = 














ай 
———X 
3 0 





263 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 5/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


4 UNIDAD 


CÁLCULO INTEGRAL 


Аваюш--(141-1 (4934) 7 
4.3 3 12 


El área de la región limitada por las curvas f(x) = х^ — 2° + x —1 y g(x) = 3x — x! — 1, es de 


37 
12 unidades cuadradas. 


2 @e-Calcula el área de la región acotada рог las curvas f(x) = х — бл? + 8x y р(х) = л? — 4х. 
Solución 
Primero se determinan los puntos de intersección entre las curvas, para ello se igualan ambas funciones entre 
sí y se resuelve para x, lo que resulta: 


x — 6х? +8х=х?—4х  x(x-4(x-3)20 х-3-0 x-4=0 
х? — 6х? +8х—х? +4х=0 x=0 x=3 x=4 

х? — 7х? +12х=0 

х(х? – 7х+12) =0 


Gráficamente, tenemos: 





Los puntos de intersección son: (0,0), (3,—3) y (4,0). 


Como f(x) > р(х) para toda x en el intervalo cerrado [0,3], 
pero también g(x) > f(x) para toda x en el intervalo cerrado [3,4]. 

Por lo anterior, se requieren dos integrales para encontrar el 
área total, es decir, una integral para el intervalo [0,3] y otra para 
el intervalo [3,4]. 





3 4 
Área total = | [£00 — gGO]dx + f. [eG — Годјах 
Área total — 1, Ta — 6х? +8х) — (X? — 4x)]dx + Í. “a? —4х)— (x? — 6x? +8x)]dx 
Area total — fo -18-4 12х)ах+ f бх! —12x—x3)dx 
3 4 
Area total = | |/09-д00) 44 вод-/00) х 
Area total = 1 "2 —6x2 4-8) — G2 — 4] dx + Ј, ‘a? —4х)— (08 — 612 - 8)]dx 


3 4 
Arca total = | (1-1 +12x)dx+ | (7х2 —12x — x3)dx 
0 3 
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41 


4 3 3 3 
Árca total –|-- 25 –ва| + get 
4 3 3 4 





3 


Arca total — [$7 63454] 28 96-64) - [63—54 


Arca total == 634544096 646345447 = 


шил Th __ 
El área de la región limitada por las curvas f(x) = x° — 6x + 8x y р(х) = х? — 4xes de — unidades 
cuadradas. 


6 





EJERCICIO 24 
° 1. Resuelve los siguientes problemas у en plenaria discute tus resultados. 
А | Determina el área de la superficie limitada por la curva y = (x — 2}, el eje de las x y las ordenadas 
correspondientes У T 
x=0ya=%# 
genéricos 2. Calcula el área de la región comprendida entre la curva y = vx, el eje de las x y las ordenadas 
сон х=1 ух=4. 
disciplinares у > : x : 
3. Determina el área de la superficie acotada por la curva у = ,/1— 16” el eje de las ху las ordenadas 
х=-—4ух=4. 


4. Calcula el área de la región comprendida entre la curva y = х\/х? + 5, el eje de la x y la recta 
„= 2 


5. Determina el área de la superficie limitada por la hipérbola ху = 9, el eje de las x y las ordenadas 
x-—3yx-6. 


6. Calcula el área de la superficie limitada por la parábola Ух + Уу -42 y los ejes de coordenadas. 
Determina el área total de la hipocicloide Ve + уу = 44. 


8. Calcula el área de la región comprendida entre la parábola y = 6 + 4x — х y la cuerda que une los 
puntos (—2,—6) y (4,6). 


Determina el área de la superficie limitada por la parábola semicúbica у = x^ y la cuerda que une 
los puntos (—1,1) y (8,4). 


10. Calcula el área de la superficie acotada por la curva x'y = x^ —1 y las rectas у = 1, x = 1y x = 4. 


11. Determina el área de la superficie limitada por la hipérbola equilátera х2 — у’ = 25, el eje de las x 
y una recta trazada del origen al punto (4,3) de la curva. 


12. Calcula el área de la superficie acotada por la parábola у = 4 — х donde x = —2a x = 2. 
13. Determina el área de la superficie encerrada por el lazo de la curva 4y° = (4 — x). 
14. Calcula el área de la región encerrada por el lazo de la curva у. = x (x — 2). 


15. Determina el área de la superficie encerrada por el lazo de la curva у? = х (9 — x). 


..................................................... 
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|. En equipo de dos personas, determinen las áreas de las superficies acotadas por las siguientes 
curvas. Para cada problema traza la gráfica correspondiente. 


: 1. У=2рх,х =2ру 8 у =6хх = бу 

: 2. У-аах,Х--Бу 9. у-4х2х-у-4 

: 3. У-х(2-1)х-2 10. y 22x Xx cy = 4х 

: 4, у-2-х,х-2 ll. y =4х,х=12+2у-у 
5 y—y ала 12. у=бх—х,х=у 
6 x 4y-4,x—6 13. у = ах 2x -y—4 
7. y 2x – Зх,х=у 14. yihad d 


III. Los ejes coordenados y las coordenadas del punto A(1,1) forman un cuadrado. Calcula la razón 
de la mayor a la menor de las áreas en las que es dividido por cada una de las siguientes curvas. 


1. у=ж 4. y= ап E 
ы 4 
TX 


3. у= 6. 42 +3)? =1 


IV. Para cada una de las siguientes curvas, calcula el área de la región del primer cuadrante acotada 
por el arco de curva que va desde el eje de las y hasta la primera intersección con el eje de las x. 


1. y—é' senx 4 y-(4-x 
2. y —sen (х + 1) 5. у=? — 8 + 15x 
3. y—e?cos2x 6. y=4e 2 cos 
O Verifica tus resultados en la sección de respuestas.» • • • • • • • ооо ооо о ө ө ж ини + e é 


Obtención de áreas planas por integración, cuando la diferencial 
de área es una función polar 


Introducción 


Se trata de determinar el área acotada por una curva y dos de sus radios vectores. 

Supongamos que la ecuación de la curva se representa por y — f(0) y los dos radios vectores por OP, 
y OD (figura de la página 267). Sean también o y В los ángulos que forman dichos radios vectores y el 
eje polar. 
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Aplicando el teorema fundamental del cálculo integral, tenemos: 






PAP,0) 


PP, 0.) 





Primer paso 


Con base en la figura anterior, el área pedida es el límite de la suma de los sectores circulares construidos. 


Segundo paso 


Sean los ángulos centrales de los sectores Л0,, A0,, A0,, etcétera, y sus radios фу, Y» £,, etcétera. En- 
tonces la suma de las áreas de los sectores es: 


1 1 1 1 51 
59149, +5940, +5640, +. +3 Аб, =) 34740; 
i-l 


1 
Lo anterior, se debe а que el área de ип sector circular es igual a 5 radio por arco, entonces el área 


del primer sector es igual a Ё Ф |да) = ZOA, 


Tercer paso 


Aplicando el teorema fundamental del cálculo integral, resulta: 


а 


51 81 
li —ф?А9. = | —p?*d0 
Пт 27004, h 
Por lo anterior, el área barrida por el radio vector de la сигуа cuando pasa de la posición ОР, a la 


posición OD, está dada por la fórmula: 


Sustituyéndose de la ecuación de la curva el valor de ф en términos de 0. 


1 ра 
Por tanto, el elemento de área para 5 T $? 40 en un sector circular de radio р y ángulo central 40. 
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EJEMPLOS 
ә 


* Determina el área de la superficie limitada por el círculo ф — a cos 0 y las rectas 0 — 0 y 0 — 60. 








Solución 


Sustituyendo directamente en la fórmula de área, tenemos: 


AO (7 2 22 3 2 
Area = J, 929-7 [, (асоѕ0) 40-55 |) соха 


a 


Al aplicar la identidad trigonométrica соѕ20 = 5 + „с 20 se tiene: 


3. v NL Tone 3 до 
yá сов2040 = Z (оогоо , 40--5-| cos20d0 
— ^ жин т — 


Integrando directamente 1 y 2 por las fórmulas 1 y 9, respectivamente, resulta: 





a WI UE ТЗ _ [a?8 а?ѕеп20 |з 
ak d0+= |, 052040 = 

















4 8 

2| 7 2 211 
a ci, a ri је кз Н а2(0)  a?sen2(0) 
b а |. 002940 ATE 
2 x 2 x 2 3 
a f3 a” [3 285 аЗ _ 2 
2 40+], сов2040 = += = 037a 


El área de la superficie limitada por el círculo р = a cos 0 y las rectas 0 = 0 y 0 = 60°, es de 0.374? 
unidades cuadradas. 


2 Determina el área total de la superficie limitada por la curva © = a sen 20. 


Solución 


Para elaborar la curva dada se tiene: 





Nota: para tabular y graficar, consideramos el valor de a — 1. 


268 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 10/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


UNIDAD 4 
Aplicaciones de cálculo integral 


Rosa de cuatro hojas 


Puesto que ф = 0 cuando 0 varía desde 0 a 2, describiendo el área de una hoja, por lo que el área total 
es igual a cuatro veces el área de dicha hoja. 
Sustituyendo en la fórmula del área, tenemos: 


ний” 1 8 2 La 3 2 ES 2 i 2 
Arca tal = 4(3) fe 40-21 (asen20) 40-24: |, ѕеп22040 


E 3 
Al aplicar la identidad trigonométrica ѕеп220 = 22 cos40 se tiene: 
т "1 | x я 
+ | ЖЕ „к ЖЕ. PS PAE а EAT T? 
2a? f sen? 2040 = Ја JT [5 z00s40|d0 а? | d a f со84040 


Integrando 1 y 2 directamente por las fórmulas 1 y 9, respectivamente, resulta: 


л 


x x 2 2 
gi Ї 240—а? Ї 2 cos40d0 = aro ent 


ава |] 2 2 
„јх ____[2] |0) Тэг) _ er 
4 


| E 
| 4 2 


| 2 
2 
El área total de la superficie limitada por la curva y = a sen 20 es de ч unidades cuadradas. 


e-Determina el área de la superficie encerrada por la curva р = a (1— cos 0). 
Solución 


Para elaborar la curva dada se tiene: 


128 O 0.134 0292 05 15 1707 1.866 2 1.866 1.707 1. 0.5 0.292 0.134 0 
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Cardioide 


Puesto que la curva es simétrica con respecto al eje x, el área de la superficie encerrada por la curva 
ф = a (1— cos 0) para cuando 0 varía desde 0 hasta 27, es dos veces el área que describe el radio vector 
desde 0 = 0 hasta 0 = т. 


Sustituyendo en la fórmula del área, tenemos: 


AO Pia [ел а Ган: 2 
Arca encerrada = 2| | | “р 40- |, (аа —соѕ0)р 0-- | а –2со50 + cos*6)40 


Área encerrada — а [7 40—2a* f” создав +a? f” соз?040 
== ———— —————— 


2 3 


Integrando 1 y 2 directamente por las fórmulas 1 y 9, respectivamente, resulta: 
2140-2421” = [220 — 2a? м 
а? | 40-22 | созеад = [020 – 2а?вепё], 


Para la integral 3, aplicamos Іа identidad trigonométrica cos? 0 = 3 + 500 20, їепеток: 


я "| | 1 а? л а? л 
2 2 жир, um A => 
a $, cos d0=a? f[5+300s20)u0= ; Ј, 40+ = f, ©052848 
3a 


3b 


Integrando 3a y 35 directamente por las fórmulas 1 y 9, respectivamente, resulta: 





E [rao | coszodo= 





ад А 
4 


Al escribir de forma unificada el resultado де cada integral, tenemos que: 


я 
а20 | a?sen20 


Área encerrada — a*0—2a'senü-. ^ 4 











0 
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2 л 
Área encerrada = ын у А ан 2) 

2 2 
Área encerrada = За“ (7) эн 2а?зеп (т) n. a^sen2(7) 

2 2 
^ pem — 2a?sen(0) 4- 2 d 


2 
Área encerrada — c 


2 
El área de la superficie encerrada por la curva р = a (1 — cos 0) es de ES unidades cuadradas. 





EJERCICIO 25 


* |. Resuelve los siguientes problemas у en plenaria discute tus resultados. 


a 1. 
correspondientes 


Competencias 
genéricas 


disciplinares 


Determina el área de la superficie encerrada por cada una de las siguientes curvas. 





a) al 8) ё-1 сая 
2 2 

b) p=3+c0s30 ћу q? =2+sen30 

c) ый 5 i) q? —asennü 
2--- ЯВ 

d) р--2-сов80 Л g? = cos30 —2cos0 

е) $? —4sen20 k) 2 = соѕ30 — соѕ0 

f) +? =acos30 D) у? =acos0+bsend 

Calcula el агса de la superficie limitada por la parábola ф = 2 y las rectas 0 = Оу a 3, 
1+ cos 3 


Calcula el área де la superficie limitada por la parábola ф = a sec? 5 que interseca entre la curva y 
el lado recto, es decir, la cuerda trazada por el foco, perpendicular al eje de simetría. 
Calcula el área de la superficie limitada por 4° = a? sen 40. 
Calcula las áreas de las superficies limitadas por las siguientes curvas y las rectas dadas. 
a) P=tand+5ec0. 00,0 — 7 c) р — азепб+ bcosÓ; 0—0,0—7 
0 
2 Т T л 
v 4 2 ý 4 
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6. Calcula el área del lazo interior de la disectriz ф = a (1—2 cos 0). 
7. Calcula el área de la superficie interior al círculo 3р-- 43 cos 20 y al bucle de la curva ф = cos 20 
desde 0 = ни. hasta 0—7. 
4 4 


Calcula el área total de la curva £° = а? cos 20. 


9. Determina el área en común que tienen los siguientes pares de curvas. 


a) £ = cos 20, j^ = sen 20 e) q—2cos0, o? = УЗ ѕеп20 
b) ф= 2 5епб, e? = cos20 7 ф = У6соѕӣ, р = J9 соѕ20 
c) y= 1 — cos 0, ф = sen 0 8) Ф--2сов20,0-1 
d) —3cos0, ф = 1 + cos 0 Л) p=1+c0s0,p=1 


10. Calcula el área de la superficie interior al círculo З = /6sen20 y al bucle de la curva ^ = cos 20 
desde 0=-—2 hasta 9 — 7. 
4 4 


11. La cara de un travesaño arqueado es la región acotada por la curva 7 = 4 cos 20. ¿Cuánto material 
se necesita para cubrir la cara de dicho travesaño? 


12. Determina el área limitada por un rizo de la curva ф = a sen n0, donde n es un número entero 
positivo. 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas. • » • • + • ОА ЕКА | = 


Obtención de volúmenes de sólidos de revolución por integración 


Introducción 


Sea V el volumen del sólido de revolución que se gene- 
ra haciendo girar una superficie plana ABCD alrededor 
del eje x, siendo la ecuación de la curva plana CD, 
y = f(x) (figura de la derecha). 


Primer paso 


Dividiendo el segmento AB en n partes, cuyas longitudes 
sean Ax,, Ax, Дх.,..., Ах, y haciendo pasar por cada 
punto de división un plano perpendicular al eje de las x. 
Dichos planos dividirán el sólido en л placas circulares. 
Si dentro de la superficie plana ABCD se construyen 
rectángulos con las bases Ax,, Ax,, Ax,...., Ах, enton- 
ces cada rectángulo genera un cilindro de revolución 
cuando la superficie plana ABCD se hace girar. 
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De esta forma se obtiene un cilindro correspondiente a cada una de las placas circulares. (En la figura in- 
ferior, se observa que л = 4 y se ven dos cilindros). El límite de la suma de estos n cilindros (п — +00) 
es el volumen buscado. 


Segundo paso 


Sean y,. Y,» y,...., y, las ordenadas de la curva CD en los puntos de división en el eje de las x. Entonces 
el volumen del cilindro generado por la superficie del rectángulo AEFC es пу, Ax,, y la suma de los 
volúmenes de todos estos cilindros es: 


TYAx, + пузАх, + ту Ах, +... + ту: Ах = Y луг Ax, 


Тегсег разо 


Aplicando el teorema fundamental del cálculo integral (teniendo como límites ОА = a y ОВ = b), resulta: 


п 
b 
lim У лу? Ах, =] пу? dx 
а 


no: 
i=l 


Por lo tanto, el volumen que se genera haciendo girar alrededor del eje de las x la superficie limitada 
por la curva, el eje de las x y las ordenadas x = a y x = b está dado por la fórmula: 


ys [уа 


En la que se ha de sustituir, deducido de la ecuación de la curva dada, el valor de y en términos de x. 
b 

Esta ecuación V, = т у y? dx es fácilmente comprensi- 
a 


ble si consideramos una rebanada o placa delgada del sólido 
formado por dos planos perpendiculares al eje de revolución 
y observamos esta placa circular como, aproximadamente, 
un cilindro de altura dx y base de área ту”. Evidentemente, 
el volumen de un tal cilindro es лу? dx. Dicho cilindro es el 
elemento de volumen buscado. 

De la misma manera, cuando Oy es el eje de revolución 


h 
de la fórmula del volumen es: LA = x | у? dy. 
а 
En la que se ha de sustituir, deducido de la ecuación de 
la curva dada, el valor de x en función de y. 


Si las ecuaciones de la curva CD de la figura de la derecha 
se dan en forma parametrica, x = КО, y = 41), entonces se de- 


b 
be sustituiren У = x f y? dx los valores y = (0), dx = ft) dt 





y cambiar los límites еп f, y f, si t = f, cuando x = а, 
t = t, cuando х = 0. 
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EJEMPLOS 





+ Calcula el volumen de la esfera que se genera haciendo girar el círculo x^ + у? = r^ alrededor de un diámetro. 
Solución 


Gráficamente, tenemos: 


Dado que y” = ^ — x y que el volumen buscado 
es dos veces el volumen dado por OAB. 


Como OX es el eje de revolución, tenemos que: 


y, =2т f ya 





b 
V, =>. f (72 —x12)dx = 





3 г 

2хг?х— эн | 
3 

2z(rP _ 4тг? 

3 3 


El volumen de la esfera que se genera ha- 
ciendo girar el círculo x^ + y° = г alrededor 


y, —2ar*(r)— 











3 
auk ditio di ЭҢ ceceno 








2 ee Determina el volumen generado en la rotación del área del primer cuadrante limitada por la parábola y^ 8х y 
la ordenada correspondiente a x — 2 con respecto al eje x. 


Solución 


Gráficamente, tenemos: 


али. 1 2 


y 0 +2.82 +4 





Dividiendo el area mediante franjas verticales, cuando el 
rectángulo genérico gire alrededor del eje x se produce un 
disco de radio y, de altura Ax у de volumen лу’ Ax. La 
suma de los volúmenes de los л discos, correspondientes a 
los n rectángulos siendo el volumen pedido: 





V, == f уа т | 8xdr=l4nx h = 16 


Е volumen generado en la rotación del área del 
primer cuadrante limitada por la parábola у’ — 8х 
y [а ordenada correspondiente a x = 2 con respecto 
al eje x, es de 167 unidades cúbicas. 
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correspondiente ах = 2, 


Solución 
Gráficamente, tenemos: 


о ' 2. 


y 0 +2.82 +4 


Dividiendo el área mediante franjas horizontales. cuando el rec- 
tángulo genérico gire alrededor del eje y se produce un disco de radio 


2 — x, de altura Ду у de volumen 7(2 — х)? Ay. 


El volumen buscado es dos veces el volumen engendrado por 


У = 8х, es decir: 
b 4 
У, == | хїду-2л | 2-26 
ls ж-з. Lila 
A E 


ya formar Гуд 


4 
ту ту 
пу 3 +160 T + 





у = 








647 1024r Е 2567 
0 3 160 15 


UNIDAD 4 
Aplicaciones de cálculo integral 


3 @e-Determina el volumen generado al girar el área limitada por la parábola у’ = 8x alrededor de la ordenada 





El volumen generado al girar el área limitada por la parábola у’ = 8x alrededor de la ordenada 





correspondiente a x — 2, es de 15 


Volumen de un sólido de revolución hueco 


Cuando una superficie plana gira alrededor de un eje situa- 
do en el mismo plano, y este eje no corta a la superficie, se 
forma un sólido de revolución hueco. 

Considerando el siguiente ejemplo, el sólido que se 
obtiene haciendo girar alrededor del eje de las x el recinto 
ACBDA de la figura de la derecha. 

Haciendo pasar por el sólido un sistema de planos equi- 
distantes perpendiculares al eje de revolución Ox. Siendo 
Ax la distancia entre uno y otro. Entonces, el sólido se divi- 
de en placas circulares huecas de espesor Ах. Si uno de los 
planos que dividen el sólido pasa por M, la placa circular 
hueca con una base en este plano es, aproximadamente, un 
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cilindro circular hueco cuyos radios interior y exterior son, respectivamente, MP, (= y,) y MP, (= y,). Por 
lo tanto, su volumen es z(y, — y, ) Ax. Sean п cilindros huecos, siendo b — a = n Ax. El límite de la 
suma de estos л cilindros huecos cuando n + ос es el volumen del sólido de revolución hueco. Entonces: 


b 
и: = п | (у2 —уг)ах (siendo y, > y,) 


b 
El elemento de volumen en У, =т | (у2 — y? )dx es un cilindro hueco con radio interior y,, radio 
a 


exterior y, y altura Ax. Los radios y, y y, son funciones de х(= ОМ) que se obtienen de las ecuaciones de 
las curvas que limitan (o la ecuación de la curva que limita) a la superficie que gira. 





“Саїсша el volumen del sólido anular (toro o argolla) que se forma al hacer girar un círculo de radio a al- 
rededor de un eje situado en su plano y exterior al círculo, que dista de su centro b unidades, siendo b > a. 


Solución 


Sea la ecuación del círculo: х + (y — b = а“ 
Siendo el eje x el de revolución y despejando y resulta: 


PEO- =g? 
у— др =а-—=2 я=Ь-— 2—2 
уе" “Ув 
(y—b) — 4a! —x? 


Sustituyendo en la fórmula del volumen se obtiene: 
V, = [02 ђак n f" (b44 E} -(в-12-32) las 
y = АВ +26 а? — х? + а? —x2)— (5? —2b 4a? — х? +a? —х?)|ах 
A +а? — хе —Ь? +2ЬУа? — хе a+ јах 
V, =r f 46а? — dx — Abs | Ja? — dx 

Aplicando la fórmula 23 se obtiene: 


V, = Abr f a? x? dx — Арл 





2 
¿Ve —х? + asen? | 


a 


№ = р» тх\/а? — x? + 2а?Ьтагсзеп^ 
а 
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У. = os e? — (а)? + артыкъ) нт) a? — (—а)? + 2a brarcsen[ | 
a a 





У = 2abr(0)+ 20br(5) +2abr(0)— 2a'om| 3) = а?Ьт? + abr? = 2а?Ьт? 


Е volumen del sólido anular que se forma al hacer girar su círculo de radio a alrededor del eje х 
que diste de su centro b unidades, es 2a°b7? unidades cúbicas. 


Un sólido de revolución puede dividirse en cáscaras cilíndricas haciendo pasar por él un sistema de 


cilindros circulares cuyo eje común es el eje de revolución. Si el área ACBD de la figura de la página 275 
gira alrededor del eje y, puede obtenerse: 


b 
У, = 2x f (у, — ухах. Siendo OM = x, МР = у,, МР, = y, 


El elemento de volumen es ahora una cáscara cilíndrica de radio r, altura y, — y, y espesor Ax. 


2 ••Сајсша el volumen del sólido engendrado haciendo girar alrededor del eje x, la superficie limitada por los 
siguientes lugares geométricos: ay = x^, y = 0, x = a. 


Solución 


Siendo el eje x el de revolución y despejando y de ay = x resulta: 


ay = хз 
P-E 
a 


у. - (5 
22 a 


Dudo que у, = 0, sustituyendo en la fórmula de volumen se tiene: 


"E 








у = Ј ог -xbdx- x ЈУ ат | ја 





El volumen del sólido engendrado haciendo girar alrededor del eje х la superficie limitada por 


5 an. . 25 
ay = x, y = 0, es de È unidades cúbicas. 
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3 @e-Calcula el volumen del sólido que se engendra haciendo girar alrededor del eje у, la superficie limitada por 
los siguientes lugares geométricos: Ју = д^, y = 0, х = 2. 


Solución 


Siendo el eje y el de revolución y despejando y de 2у? = x^, resulta: 


2y => 
p-E 
2 

E 

Y, = 2 


Puesto que y, = 0, sustituyendo en la fórmula de volumen se tiene: 


b 2| (х3 27 г? 3 
V,=2rf (у, —)хах =2л f. IE -o a - 27 f x? dx 











тр 1] 1 
V _ 27 x2 и | _ 41(2)2 _ 418) 32л 
» 42|7 742 742 7 7 
2 lo 


El volumen del sólido engendrado haciendo girar alrededor del eje y la superficie limitada por 


2y = x, y =0, es de ын unidades cúbicas. 





EJERCICIO 26 
: 1. En grupo y con asesoría de su profesor, calculen el volumen del sólido engendrado haciendo girar 
5 alrededor del eje х, la superficie limitada por los siguientes lugares geométricos: 
Escribe los números 2 
correspondientes 4 н и è х 2 у 3 Е 
1: ув=хоу= = . | =f = 
Compara — A {д 
2. Una arcada de у = sen x 9. у-х-6х,у-0 
= 1 i 3 
disciplinares 
. 3. Una arcada de y = cos 2x 3 
: 10. 9x + 16y = 144 
: з ж а 
4 4. Та hipocicloide x3 + уз = a? 11. у=<=2—= ,у=0,. +=0х=41 
: 5. JEFES M5 12. Y(4+x)=1,y=0,x=0,x=+00 
2 б. уУ-2Е,у--0,Х--141 13. Є-41Ууу-2,уУ-г0,х--2,Х--3 
è 7. La bruja (X + За) y = ва, y = 0 14. УСа-х)-х,у-0,х-а 
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|. Calcula el volumen del sólido que se engendra haciendo girar alrededor del eje y, la superficie 
limitada por los siguientes lugares geométricos: 


1. 


у= у, х=0 6. у-ах,у-0,х-а 
9х2 + 16у? = 144 ‚ ‚2 

| т. EI AZ 
y=x,y=0,x=2 " (а) в) 
у=9—хх=0 8 ау-х,у-0,х-а 


Х-16-у,у-0 


Ш. Determina el volumen generado en la rotación del área comprendida entre la curva correspondiente 
y el eje x con respecto a las siguientes rectas: 


А 
2. 


у=4х—х;у=3 6. y=3x-x;y=x 

У=х;х=4 de pag 

yay xS 8. y=2+3x-x;y=-4 
* 9. у-4х-Х у-6 


ху=6;х+у=7 
. | 10. у=?+1;-у+3=0 


Ух+]у=;х+у=1 


IV. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados. 


Calcula el volumen que se engendra si la superficie limitada por la curva y = seca, el eje de las x 


y las rectas x= = gira alrededor del eje de las х. 

Calcula el volumen del sólido engendrado haciendo girar una arcada de la cicloide x = a (0 — sen 0), 
у = a (1— cos 0) alrededor de su base Ox. 

Si la arcada del problema anterior gira alrededor del eje y, ¿cuál es el volumen? 

Dada la curva x = f, y = 4t — Г, determina: 

a) El área del lazo. 


b) El volumen del sólido engendrado por la superficie interior del lazo, cuando gira alrededor del 
eje x. 

Gira alrededor de cada eje la superficie limitada por las dos parábolas y? = 9x y y = 7 — x. Calcula 

los volúmenes respectivos. 


Gira alrededor del eje polar la parte de la cardioide, г — 4 + 4 cos 0, que está entre las rectas 
0 =0 y 0 = 90°. Calcula el volumen. 


El área debajo de la curva у = е* sen x, desde x = 0 hasta x = 180°, gira alrededor del eje de las x. 
Calcula el volumen del sólido que se genera. 


Calcula por integración el volumen del cono truncado que se engendra haciendo girar alrededor del 
eje x la superficie limitada por las rectas: y = 6 — x, y = 0, x = 0 y x = 4. Comprueba el resultado 
por la fórmula geométrica. 
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9. Calcula el volumen del esferoide achatado que se engendra haciendo girar alrededor del eje y la 
2 
superficie limitada por la elipse ын AX E =. 
a^ b 


10. Utilizando las ecuaciones paramétricas de la hipocicloide x = a cos, у = a sen 0. Calcula el vo- 
lumen del solido que se engendra haciéndola girar alrededor del eje x. 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas.» » + + + + + + + + + ооо ооо ө ө э э ж + è e 


Obtención de volúmenes de sección transversal 


Áreas de superficies de revolución 


La superficie de revolución está engendrada haciendo girar alrededor del eje x del arco CD de la curva 
y = f(x), tal y como se muestra en la siguiente figura. Se quiere medir el área de dicha superficie, utilizando 
el teorema fundamental del cálculo integral. 


Primer paso 


Dividiendo el intervalo AB en subintervalos Ax,, Ax, 
Ax,, etcétera y levantando ordenadas en los puntos 
de división. Trazando las cuerdas CE, EF, etcétera, de 
la curva. Cuando la curva gira, cada cuerda engendra la 
superficie lateral de un tronco de cono de revolución. 
El área de la superficie de revolución se define como 
el límite de la suma de las áreas laterales de dichos 
conos truncados. 





Segundo paso 


Con el fin de tener mayor claridad de comprensión. tracemos el primer tronco de cono en tamaño más 
grande (figura inferior). Siendo M el punto medio de la cuerda СЕ. Entonces: 
Área lateral = 27 (ММХСЕ) 

donde el área lateral de un tronco de cono de revolución es igual a la 
circunferencia de la sección media multiplicada por el lado del tronco. 
Para aplicar el teorema fundamental del cálculo integral, es necesario 
expresar este producto como función de la abscisa de algün punto del 
intervalo Ax,. Empleando el teorema del valor medio, obtenemos la 
longitud de la cuerda CE, es decir: 


1 
CE=|1+ Га Ах, 0) 


Si x, es la abscisa del punto Р, (x,.y,). del arco CE, donde la tangente 
es paralela a la cuerda CE. Sea R el punto en que la recta horizontal 
trazada por M corta ОР, (y), designemos RP, = £,, entonces: 


NM —y—& (2) 
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Sustituyendo (1) y (2) en la ecuación del área lateral se tiene: 
I 
Area lateral — 27( YE jt + f, Ур Ах, (Primer tronco de cono) 
De la misma manera: 


1 
Агса lateral = 2п(у, — ып +f (ж yp Ax, (Segundo cono truncado) 
Continuando sucesivamente resulta: 
1 
Área lateral = 27( у=, jt +f’, »p Ах, (Último tronco del cono) 


Por lo tanto, la suma de las áreas laterales de los conos truncados, se escribe: 


246; -6 Л + Ја) р Ах, 


i=l 
Say По) р Ax, — an ve ПЛ р Ax, 
i=l i=1 

Tercer paso 


Al emplear los límites OA — a y OB — b y aplicar el teorema fundamental del cálculo integral en la 
siguiente suma, se tiene: 
п 1 b 1 
lim У 2ту [1702р Ах, = | 2луј + fo P dx 
e 1 4 


п [ 
El límite para —22) ЕЙ +f'(x)} Ax, cuando n + +оо es igual a cero. 
il 


El área de la superficie de revolución generada haciendo girar el arco CD alrededor del eje x viene 


dada por la fórmula: 
I 
dy 212 
1-4--1| ах 
al 


b 
La fórmula anterior también se puede escribir como: 5 = 27 1 yds 
а 


5, =2л [^y 





donde 5, representa el área buscada. 


d 
Cuando el eje y es el de giro empleamos la formula: 5, = 27 | хау 


b d 
Para las fórmulas, 5 — 27 у yds y S, = 27 | хау, ds puede tomar cualquiera de las tres siguientes 
formas. 5 | й 


I 

T 
ds — " | dx = 

dx 
De las tres formas anteriores, emplearemos la primera o la segunda, segün sea la variable independiente 
que hayamos elegido; la tercera, si la curva dada está definida por ecuaciones paramétricas. Para utilizar 
cualquiera de las fórmulas para determinar el área de las superficies de revolución, es necesario calcular 
primero el valor de ds. 





1 
2 1 
"(s | dy — (dx? + dj? 
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EJEMPLOS 
л 





* El arco de la parábola cúbica 9y = x^, comprendido entre x = 0 y x = 2, gira alrededor del eje x. Determina el 
área de la superficie de revolución que se engendra. 


Solución 
Primero se calcula la derivada de la función dada lo que resulta: 
ду-- 3 
ж d 3x x 
х3 n == 
== dx 9 3 
= 9 


Entonces el valor de ds es: 


IES 








! I 
2 4 
um Pa 155 а= = ја 
9 
1 1 
ds= О xt) dx 
Sustituyendo en la fórmula del área se tiene: 


8,-24| yds= 


5-2 je: - 


1257 27х 98т 
5, = 4 Pa 0)* "a BS 
[9+ (2) È 119+; yp H E S 


El área de la superficie de revolución que se engendra por el arco de la parábola cúbica ду = x^, 





10+ ий -2 + 


3 2 
мар, 








comprendido entre x = 0 y x = 2, y que gira alrededor del eje x, es = үн unidades cuadradas. 


E Фе. Determina el área de la superficie de revolución engendrado haciendo girar alrededor del eje x la cicloide 
cuyas ecuaciones paramétricas son x = а(0 — sen 0), y = a(l — cos 0). 


Solución 





Primero se calcula la diferencial de la cicloide, resultando: 


x — a(0 — sen 0) у= а(1 — cos 0) 
dx = a(l — cos 0) d0 dy — a sen 0 40 


Entonces el valor de ds es: 


1 1 1 
ds = (dx? + 4у?)? = [(a(1— cos0)d0) +(asen0d0)? =[a?(1—cos0? 420 + а?ѕеп20а20]> 


| 1 
ds = (a? [(1 — соѕ0)2 + sen?0]d?0)? = a(1— 2cos0 + cos? 0 + зеп20)2 40 
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Por la identidad trigonométrica зеп“) + cos'Y = 1 tenemos: 


| 1 I 
ds --а(1-2сов0--1)240--а(2-2сов0)240--а42(1-сов0)240 


Sustituyendo en la fórmula del área, tenemos: 
b 2л 1 2x 3 
I 2rf yds — 2s |, a(1— соз0)а\/2(1 — соб)? 40 = Nira? | (1— соѕ0)2 40 
а 0 0 


0 
Aplicando la identidad trigonométrica 2sen? x” 1— cos? tenemos: 


3 
2z 3 2x 2 
$. = Wira’ |, (1— соѕ0)2 d6 = Wira |, [2sen? 2| ад 


Ја 3 2x 
S = Ima? f (asen аб=2./3та? |, ¿[sen 40 


2x 2x 
5, = 2/2ла? |, 2 sen? 240 = ла? f sen? 3.40 


Aplicando el método de integración para productos de potencias impares de senos у cosenos (caso |), 
resulta: 


т 


16тга2 cos? 0 
2 


3 


2a 
a e 8ra? |, sen? 540 = 





—167a? cos—+ 
2 


(Ол) 167a? cos? e» 
Cos —— + 3 


M 
3 


5, =|- l6za? 











(0) 16тга? cos? (0) 
—16та? — 4 EE = 


5. -ieran -16та2(1)-н 





ш 
3 


l6za? " 16ra? 


2 2 
[ $ = lra? ——-— + благ > З2ла _ 64ra 


3 





= 32та 


El área de la superficie de revolución engendrada haciendo girar alrededor del eje х la cicloide 


2 
pon unidades cuadradas. 





x = a(0 — sen 0), y — a(1 — cos 0), es 


*. Calcula el área de la superficie que se engendra cuando el arco de la parábola y = x^, desde y = 0 a y = 2, 


gira alrededor del eje y. 
Solución 
Primero se calcula la derivada de la función dada, resultando: 
у=х _ de ЇЇ 
sod 7 dy A 
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Entonces el valor de ds es: 














1 1 i 
dp. t YP. јр 
1 
8-Г 9-2 За, 
4y 2 y 


Sustituyendo en la fórmula del árca, tenemos: 


d 2 1 Зул 
5,=2я | хаз = 27 |, 5; p 


2 
3 3 3 
z(4y +1)2 п[4(2) +12 r[40)+12 27т т 137 
6 = 6 6 6 6 3 





dy=1 | /Зуулау 





5 = 


y 





El área de la superficie que se engendra cuando el arco de la parábola y = x^, desde y = 0 a y = 2, gira 


16 
alrededor del eje y, es de :3 unidades cuadradas. 





Volümenes de sección transversal 


Considerando la figura de la derecha, todas las seccio- 
nes transversales por planos perpendiculares al eje x 
son círculos. Si OM — x, MB — y, entonces el área 
de la sección transversal ABCD = лу’ = s [ф(х)]?, si 
y = ф(х) es la ecuación de la curva engendradora OBF. 
Por tanto, el área de la sección transversal por cualquier 
plano perpendicular a Ox es una función de su distancia 
(— x) al punto O. 

Siempre que sea posible expresar el área de una sec- 
ción cualquiera del sólido, que sea perpendicular a una 
recta fija (como el eje x), como función de su distancia 
de un punto fijo (como el origen O). 

Al dividir un sólido en л rebanadas, cada una de 
espesor Ax, por secciones equidistantes perpendiculares 
al eje x. 

Sea EDF una cara de una de las rebanadas y sea ON — x (figura de la página 285). Entonces, por hipótesis: 

Área (EDF) = A(x) 


El volumen de esta rebanada es igual, aproximadamente a, área (EDF) Ax — A(x) Ax (base x altura). 





n 
Entonces, У АС, )Ax,, representa la suma de los volúmenes de todos esos prismas. 
il 
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Es cierto que el volumen pedido es el límite de esta 
suma; por tanto, y de acuerdo con el teorema fundamen- 
tal del cálculo integral, se tiene: 


lim У АС, JAx, = 1 "Ada, por lo tanto, resulta: 
a 4 


V= J Асо 





El elemento de volumen es un prisma (otras veces es 
un cilindro) cuya altura es dx y cuya base tiene de área 
A(x). Es decir, dv = A(x) dx. 

Si las secciones son perpendiculares al eje y el volumen, 


ё 
viene dado рог У = | А(у)4у donde А(у) es el área де 
7 


la sección en y. 





„Га base de un sólido es un círculo de 5 cm de radio. Todas las secciones 
perpendiculares a un diámetro fijo de la base son cuadrados. Calcula 
el volumen del sólido. 


Solución 


Sea la base el círculo x^ + y? = 25 en el plano xy y Ox el diámetro fijo 
(figura de la derecha). Con base al enunciado la sección PSRO perpen- 
dicular a Ox es un cuadrado, cuya área es 4y”, si РО = 2y. De la ecuación 
X + y —25, se tiene que y = 25 — x^; el área de la sección PSRQ que 
se representa por A(x) es igual a у, es decir, 4(25 — x^). 

Aplicando la fórmula de volumen se tiene: 





y = | лсдас- | 405—з2)& 





5 5 4х3 
= 25 2 di cà 
У =100 f dx ај x dx = |100х — | 
уох 2 " 10005) - C3 = 500 –=59 + 500 220 2000 





El volumen del sólido es 2000 





cm. 
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2 ее. Сасша el volumen de un conoide recto de 12 cm de altura (Л), cuya base es el círculo x^ + у = 8x de 
4 ст de radio (г). 


Solución 


Dada en la figura de la derecha, considera una sección POR perpen- 
dicular al eje Ox, siendo dicha sección un triángulo isósceles. donde 


RM = y, es decir: 
ВМ = 48x + x? 


Dicho valor se obtiene de la ecuación x^ + у’ = 8х que representa 
a la circunferencia ORAQ. 

De la sección РОР se observa que la Базе КО = Ју = 2\/8х — х? 
y la altura MP = h = 12 cm, entonces el área de dicha sección es: 


— y2 
до) = CE (хуйх )02) = Ja» _ 124/8 — x2 


Aplicando la fórmula de volumen se tiene: 
aĝ 2r 8 
у= f Асдак= | 12/8х—х1ах=12 f f8x — dx 


Aplicando en la integral resultante el primer método para resolver integrales reducibles a inmediatas por 
sustitución algebraica, resulta: 














8 
v=12f Јах x dx — 12 I fia + Barese] 
0 
v= 289 ву - +8arosen D 2182 0-0 + 8arcsen 


V = 12(8)arcsen(1) — 12(8)агсвеп (—1) = a(z] +96(5) — 967 


El volumen del conoide recto es de 96r ст. 


Nota: se debe comprobar que el volumen del conoide debe ser la mitad del volumen del cilindro de la 
misma base y altura. 


i @e-La base de un sólido tiene la forma de una elipse con el eje mayor de 20 ст y eje menor de 10 cm calcula el 
volumen del sólido si сада sección perpendicular al eje mayor es un triángulo equilatero. 


Solución 


Situemos la elipse como indica la figura de la página 287; sea 2a la longitud del eje mayor, cuyo valor es 
de 20 cm, donde se deduce que a = 10; de igual manera, sea 2b la longitud del eje menor, cuyo valor es de 
10 ст, donde se deduce que b = 5. 


у i ж a n RA 
Entonces la ecuación de la elipse es — + — = 1, es decir: —— += = 1. 
? Б 100 


25 





La sección ABC del sólido es un triángulo equilatero de lado 2y y altura /3 (la altura se obtiene mediante 
el teorema de Pitágoras). 
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El área del triángulo es: 


(base)(altura) 
2 


Aaj- Z NES l- УЗу? 


А(х)-- 


De la ecuación de la elipse se tiene: 


2 y 

— += = 1, así: 

НӨ 25 “= 
100 — x? 

у= 

> 2 





Por lo tanto, el área de la sección ABC es: 





_ 27 
Am= 3|'©- 2 | –>3 10 – ) 


Aplicando la fórmula del volumen se tiene: 


В 10 КА] УЗ 43 x3 
у= [ лодак |" аю ха Завд P] 


10 
10 





3 23 3 
V= Е los scio = = 577.35 ст? 


El volumen del sólido en forma de elipse es de 577.35 cm. 





EJERCICIO 27 


1. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados. 


$$$. 4 H 5 2 
TE» |. Calcula el volumen del cono cuya base está limitada por la circunferencia x^ + у’ = 4 y cuyas 


..o..................... o 


secciones perpendiculares al eje x son: 

a) Triángulo equilátero. 

b) Semicírculo. 

с) Cuadrado. 

d) Triángulo isósceles con hipotenusa en la base del sólido. 


2. La base de un sólido está acotada por y = x^, y = 0 y x = 1. Calcula su volumen si sus secciones 
perpendiculares al eje y son: 


а) Cuadrado. 

b) Triángulo equilátero. 

c) Semicírculo. 

d) Trapecio h=b, = 5h, , donde b, y b, son las longitudes de las bases superior e inferior, respec- 


tivamente. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


De un cilindro de 5 cm de radio se corta una cuña mediante dos planos; uno es perpendicular al eje 
del cilindro y el otro pasa por un diámetro de la sección hecha por el primer plano y forma con éste 
un ángulo de 45°. Calcula el volumen de la cuña. 


x 


Un pajar tiene 100 m de largo y 40 т de ancho en su base. Sus secciones forman parábolas у = 40 — 10: 


Calcula su capacidad de almacenamiento. 

Calcula el volumen del sólido cuya base es la semicircunferencia y + x = 1 y cuyas secciones per- 
pendiculares al eje x son cuadrados. 

Calcula el volumen del sólido cuya base está acotada por f(x) = 1— a 8(х)-- 5 —1 yx =0, y 
cuyas secciones perpendiculares al eje x son triángulos equiláteros. 


Un sólido tiene una base en forma de elipse cuyos ejes mayor y menor miden 10 y 8 cm, respecti- 
vamente. Calcula su volumen si se sabe que toda sección del mismo perpendicular al eje mayor es 
un triángulo isósceles de altura igual a 6 cm. 


Calcula el volumen de la intersección de dos cilindros circulares de igual radio (г) que se cortan 
ortogonalmente. 


Calcula el volumen de un sólido sabiendo que la sección determinada en él por un plano perpendicular 
al eje x es un círculo cuyos extremos de un diámetro se apoyan en las parábolas у’ = 9x y x = ду. 


Calcula el volumen de un sólido de base elíptica de ejes mayor y menor iguales a 12 y 10 cm, res- 
pectivamente, sabiendo que la sección determinada en él por un plano perpendicular al eje mayor 
es un triángulo rectángulo con un cateto en el plano de la base. 


Un sólido tiene base circular de radio r. El segmento PQ es un diámetro de la base. Calcula el vo- 
lumen del sólido si cada sección plana perpendicular a PQ es: 


а) Untriángulo equilátero. 

b) Untriángulo rectángulo isósceles cuya hipotenusa está en el plano de la base. 
c) Untriángulo isósceles con cateto en el plano de la base. 

d) Un triángulo isósceles con altura igual а su base. 

e) Un triángulo isósceles de 20 ст de altura. 


La base de un sólido es el segmento parabólico que se obtiene al cortar la curva por una cuerda per- 
pendicular a su eje. La cuerda tiene 16 cm de largo y dista 8 cm del vértice de la parábola. Calcula 
el volumen del sólido si cada sección perpendicular al eje de la base es: 


a) Un triángulo equilatero. 
b) Un cuadrado. 
c) Un triángulo isósceles de 10 cm de altura. 


Un círculo de radio a se mueve de manera que su centro describe una circunferencia de igual radio, 
mientras su plano se mantiene paralelo a un plano dado que es perpendicular al plano del círculo 
dado. Calcula el volumen del sólido que se genera. 
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Un rectángulo se mueve desde un punto fijo. Un lado del rectángulo es siempre igual a la distancia 
de este punto, y el otro es igual al cuadrado de esta distancia. ; Qué volumen se engendra cuando el 
rectángulo se mueve 2 metros? 


Un balón de fütbol americano tiene 16 pulgadas de largo y una sección plana que contiene una 
costura es una elipse cuyo diámetro menor es de 8 pulgadas. Calcula el volumen: 


а) Siel cuero está tan estirado que cada sección transversal es un cuadrado. 
b) Sila sección transversal es un círculo. 


La base de un sólido tiene la forma de una elipse con eje mayor de 18 cm y eje menor de 9 cm. 
Calcula el volumen del sólido si cada sección perpendicular al eje mayor es: 


а) Un cuadrado. 
b) Un triángulo equilátero. 
c) Un triángulo isósceles de 9 cm de altura. 


Un triángulo equilátero variable se mueve de manera que su plano se mantiene perpendicular al eje 
x, mientras que los vértices de su base se apoyan sobre las curvas у? = 16ax y у = 4ax, situadas 
por encima del eje x. Calcula el volumen que el triángulo engendra cuando se mueve del origen a 
los puntos cuya abscisa es a. 


Calcula el volumen de un sólido cuya base es el área limitada por la parábola у’ = 12x y su or- 
denada correspondiente al punto x — 3, sabiendo que la sección determinada en él, por un plano 
perpendicular al eje x de la parábola es un cuadrado. 


Calcula el volumen de un sólido cuya base es el área del primer cuadrante limitada por la recta 
4x 4- 5y — 20 y los ejes coordenados, sabiendo que la sección determinada en él por un plano per- 
pendicular al eje x es un semicírculo. 


En una esfera de 3 cm de radio se realiza un taladro de 1 cm de radio, siendo el eje de éste uno de 
los diámetros de aquella. Calcula el volumen de la esfera que resulta. 


Il. Determina los volúmenes limitados por las siguientes superficies de segundo grado y los planos dados. 


1. à 4y 4-92 =1 4. Х=х +9у;2+1=0 
2. X+4Y=1+z;z+1=0;z-1=0 5. 25у +92 =1+х;х=0;х=2 
3. 2+4: 21 6. 4X +97 +у=0;у+1=0 
© Verifica tus resultados en la sección de respuestas. + + + + ++ ++ + + вооон + + " 


Obtención de centros de gravedad de superficies planas 


Momento para un sistema lineal 


El momento que produce una cierta masa respecto al punto £, se define por: 


Momento — (masa)(brazo del momento) 


Siendo brazo del momento la distancia de la masa al punto £. 
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Para comprender la definición anterior, supongamos 
que en un columpio un niño A de 24 kilos de peso se 
sienta 2.5 m a la izquierda del centro de apoyo Е y otro 
niño B de 30 kilos se sienta 2.5 m a la derecha de E 
(como se muestra en la figura de la derecha). 

Por observación, se deduce que el columpio comen- 
zará a girar en un plano vertical, es decir, de acuerdo 
con el giro de las manecillas del reloj en torno al punto 
E. Lo anterior, se debe a que el niño A de la izquierda 
tiene menor peso que el niño B de la derecha. 





Momento en A = (24 kg)(2.5 т) = 60 Кет 
Momento en B — (30 kg)(2.5 m) — 75 kgm 


Para que el columpio quede en equilibrio, es necesario que ambos momentos sean iguales. Entonces, 
si el niño B de 30 kg se sienta a 2 m de distancia de E, en ese instante se nivelará el columpio, ya que: 


Momento en A = (24 kg)(2.5 т) = 60 Кет 
Momento en В = (30 kg)(2 m) = 60 Кет 


Si ubicamos el origen O en E y definimos coordenadas x, = —2.5, x, = 2, por tanto, el columpio queda 
en equilibrio, debido a que el momento total resultante de ambas masas es nulo respecto del origen. Es decir: 


Momento en О = mx, + m,x, = (24)(—2.5) + (3012) = —60 + 60 = 0 


De manera general, supongamos varias masas M,, My, т....., My 
colocadas a lo largo del eje x en los puntos respectivos x,,3,,X,.....X, т 
(como se muestra en la figura de la derecha). | 

En tal situación la medida de la tendencia del sistema a girar х 
alrededor del origen О se denomina momento del sistema res- 
pecto del origen y se representa por: 

п 
M, — ту - mx, +тух, +..+m,x, = mx, 
i-l 

Si el momento es igual a cero, se dice que el sistema está en equilibrio. 

Ahora, consideremos un sistema que no está en equilibrio y moviendo el punto de apoyo a un cierto 
x — x de modo que el sistema quede ya en equilibrio. Lo anterior, da lugar a: 


У m;(x; =) = m (x, х) + mc — X) + ту —X) +... +m, (x, x) = 0 


Es decir: Унд: - Na? =0 
i-l i=l 


= momento del sistema 
. = _ >т, М respecto del origen 
Despejando a x obtenemos: ¡=== 
п " 
Dm m (masa total del sistema) 
i 


Al punto x de equilibrio, se denomina centro de masa o centro de gravedad del sistema. 
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EJEMPLO- 





* Encuentra el centro de gravedad para el siguiente sistema lineal: m, = 16, x, = —7; m, = 19, x, = 3; т, = 11, 
x,—8m,— 14, х = 10.5 


Solución 


Se determina primero el momento del sistema respecto del origen, lo que resulta: 


Мо = my, + тух, + тух, + MX, 
М, = (16)(—7) + (198) + (11)(8) + (190 0.5) = —112 + 57 + 88 + 147 = 180 


La masa total del sistema es: m = m, + т, + т, + m, = 16 + 19 + 11 + 14 = 60 


Мо _ 180 
m 60 


Sustituyendo en la fórmula del centro de masa, resulta: х = =3 


El centro de masa del sistema dado es x — 3. 





Momento para un sistema bidimensional 


Considerando las masas M,. ту, My... т,. colocadas 
en un plano cartesiano sobre los puntos (Ху), (X.Y). 
(у)... Су). respectivamente (como se muestra en 
la figura de la derecha). 

Para tal sistema, tenemos que sus momentos son: 


Momento M, respecto al eje x 
М, = ћу, + MAY + my +... my, 
Momento M, respecto al eje y 


M,— my, тх, + my, ... + MX, 





La masa total del sistema es: 


m — m, + m, m, +... m, 


El centro de masas (х, y) se obtiene por las fórmulas: 


M,. M, 


у == 
т т 








х= 


Lo anterior, se interpreta como la masa total т colocada en el centro de masas (x, y) producirá los 
mismos momentos totales M, y M, que el sistema en cuestión. 
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Encuentra el centro de masas de un sistema constituido por las masas m, = 13, т, = 8, m, = бут, = 11, 
colocadas en los puntos (5,—3), (1,2), (—8,4) y (-4.—7), respectivamente. 


Solución 
El momento M, respecto al eje x es: 
M, = ту, + my, + ту, + my, = (1313) + (8X2) + (64) + 117) = —76 
El momento M, respecto al eje y es: 
М, = туу + mx, + max, + mx, = (13X5) + (800) + (6/8) + (114) = —19 
La masa total del sistema es т = m, + т, + m, + m, = 13 + 8 +6 + 11 = 38 


. M 2 
Por lo tanto: x = —- = —— = —0.5 y=-a-—=-2 
m m 


Е centro de masas del sistema dado es (—0.5.—2). 





Momentos de una superficie 


Consideremos ahora una placa plana de material (lámina o cartón) cuya таза total está distribuida uni- 
formemente por la placa, es decir, su densidad es la misma en todos sus puntos (realmente la placa sería 
tridimensional, pero la consideraremos como una superficie). Si sabemos que el punto de equilibrio de 
una lámina circular es su centro y que el de una superficie rectangular es su centro geométrico; definire- 
mos al centro de masa (x, y) de una lámina, como el punto de balanceo a un sistema finito de partículas. 

Considerando la siguiente figura, donde se tiene una lámina de densidad constante p. El rectángulo 
representativo se ha obtenido subdividiendo el intervalo cerrado [a,b] en n subintervalos de acuerdo 
Ax; representemos al centro de masa del j-ésimo rectángulo por el punto (х, уу) y aplicando la fórmula del 
punto medio, tenemos: 


Li fxd + gx) 
У; = 2 у=) 
Га masa del /-ёѕіто rectángulo es: 
masa — (densidad)(área) = p (AA) 
masa = p [f(x) — g(x)] Ах 
: à у= gi) 
La masa total de la superficie se puede estimar 
por: 





т= elf) — gx)JAx 
i-l 
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Tomando el límite para | Хх|-» O(n — оо) obtenemos la definición de masa рог: 


b 
т= 2) [Год — во ах = pA Siendo А el área de la lámina. 


El momento respecto del eje x del ¡-ésimo rectángulo es: 


momento = (mas)(brazo del momento) = (pAA;)y, = p(y,XKAA,) 


f&;)+ gx) 


momento = p 7 








(ла) аах = ло? — ga; Ax 


Sumando todos los momentos y haciendo л — со, se obtiene el momento respecto del eje x definido por: 


м, =£ [crearlas 


b 
Asimismo, el momento respecto del eje у ев: M, = Л | х[ 700 — g(1)]dx 


- М, _ М, 
Por lo tanto, el centro de masa es x — — y y — —-. 
m m 





EJEMPLO —— — — — — — — — — —— —— — ——. 
o f 





«Encuentra el centro de masa de la lámina de densidad uniforme p limitada por y = 9 — х? y el eje x. 


Solución 


Al graficar y = 9 — x se tiene: 
Calculando la masa total, tenemos: 
3 3 
m — p | [£60 — scoldx — p f 9-х2)-(0)4х 


«ЭГ 


El momento respecto al eje x es: 


(9—x?)dx = p 





Е 
9x——| = 36 
1 =], Р 





b 3 
M, -5 | [f — ga Јах -5 ¿OY — (0)? ]dx 





3 
ЕТТЕН РИ eo | _ 62 
M, = [ 81 18x? + x*]dx = p|81x — 6x +5] = 





| 
| Е momento respecto al eje у es: 


ef? a LET mu E 
Mi x[f(x) sj => 110 x?) — (0) 4х 
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— E ла y C "и | 


Е centro de la таза de la lámina dada es [5 . 


Nota: se debe tener presente que el centro de masa de una lámina uniforme sólo depende de la forma de 
ésta, no de su densidad. 





En general, si una figura plana tiene un centro de simetría, ese punto es el centro de gravedad. Además, 
si una figura plana tiene un eje de simetría el centro de gravedad estará en ese eje. 

Generalizando, la fórmula del centro de masas de una lámina para calcular el centro de una región 
sin masa del plano, se denomina centroide o centro de gravedad de esa región. Dada la figura inferior, 
se observa que la superficie AMPNB se divide en л rectángulos, cada uno con base Ax. Sea dA su área y 
C(h,k) las coordenadas de su centro de gravedad. 


Entonces, dA =y dx, h=xyk=>y. 


El momento de la superficie de este rectángulo básico con respecto a Ox (también Oy) es el producto 
de su área por la distancia de su centro de gravedad a Ox (también Oy). Si dichos momentos son respec- 
tivamente dM, y dM,, entonces: 

dM, — k dA dM, — hdA 

El momento de la superficie de la figura AMPNB se obtiene aplicando el teorema fundamental del 
cálculo integral a la suma de los momentos de la superficies de los rectángulos fundamentales. De esta 
manera se tiene que: М, = | кал УМ, = | вал. 

Si (x.y) son las coordenadas del centro de gravedad de la su- 
perficie AMPNB y A es su área, las relaciones entre los momentos 
de superficie х y y se dan por: 


Ах-М, АУМ, 


Con el fin de calcular (X. У), encontremos los momentos M, y M,. 





, l. = - 
SegándA — y du h=x,k=>y y M, = [кал,м, = | naa, 
para la superficie AMPNB: 
b b b b 
M, = 5 Гу%= i Јо? вок м, = | хуа f 00-80 х 
En donde debe sustituirse el valor de y en función ас х deducido de la ecuación de la curva МРМ de 


la figura anterior. 
Si el área А se conoce, entonces de Ах = М, Ау = M, tenemos: 





ёс - 
А А " A 2 A 


b b 
м, 1709 scolas - m, iJ fe] 
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Si los rectángulos fundamentales de la curva son respecto al eje y tenemos que: 


C(h.k), ЖЭ к = у; dM, = КАА, dM, — ВАА; M, = | кал, M, = f ВАА; AX=M,, Ау= М; 


у Iran M» V M, 
M.— 95M, QU Чен зу 1 








Encuentra el centro de gravedad de cada una de las superficies limitadas por las siguientes curvas 
у-х-2х-3,у-6х-х-3. 


Solución 


Al construir las gráficas de las curvas dadas se tiene: 


Para у = 22 — 2х – 3 





Para у = бх — х — 3 


х -1 0 1 2 3 4 2 
od ei 5 ШЕШ 5 ТМ узы 


Los límites a y b se determinan por los puntos de intersección de las 
dos curvas dadas, es decir: а = 0 y b=4. 

Sean f(x) = бх — х2 — 3 y р(х) = x! — 2x — 3, entonces el área de 
la región sombreada en la gráfica es: 








b 4 4 Dx? 
== эн ET — у2—31— (72 — ы zs — 952 хэ 2 dE 
A= ТА [Год — вах = 11 [(6x – х2 —3) — (х2 — 2x —3)]dx = Г (8x — 22) 4х = 4х 3l 
fi 
3 


AI calcula el momento M, se tiene: 


M, = : f. Ч f. – gay! ах = i L "[(6х — х2 —3)? —(a? —2х—3): Јах 
4 
М, = i Г [(36х? + x* +9 123 — 36x -- 6x2) — (x* + 41? +9 — 4x? — 6х? +12х) х 


5 4 
ne] A 


4 
М. = i |, sx 44x —48х)ах = - 
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Al calcular el momento M, se tiene: 
м, = | "од — gG]dx = 1. “Х|(6х-32-3)-(42-2х-3)- Ї “х(х--2х2)ах 


3 4 
м, = ['&e -2:)dc— Ба? x De 
7 0 b 





3 2 3 


Entonces, las coordenadas del centro de gravedad son: 


128 


Х-- £=— 


ES 
A 64 
3 





= 
3 


Las coordenadas del centro de gravedad para la región limitada por las curvas у = 22 — 2х — 3 y 
у= бх — x — 3 es (2,1). 


2 @e-Encuentra el centro de gravedad del área en el primer cuadrante de la hipocicloide x = a cos' 0, y = а sen? 0. 
Solución 


Tabulando para la hipocicloide se tiene: 


2 
4 


0.65 0.35 0.125 
0.125 0.35 0.65 





Nota: para tabular y graficar, consideramos el valor de а = 1. 


Al hacer la gráfica de la hipocicloide en el primer cuadrante se 
tiene la figura de la derecha. 





De la ecuación y = a sen’ 0, tenemos que su derivada es: 
ү dy = За sen” 0 cos 0 40 


Al calcular el área de la hipocicloide en el primer cuadrante se tiene: 


d E 
Área = | хау = | (acos'6)Gasen?6cos040) 
с 0 
Arca = за? | > cosüsen^040 
0 
22111 "n 1 
Arca = За? | —+-—cos20 | | — ——cos20|d@ 
012 2 2.2 
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Атса = 3a? f? ST A РТ 
014 2 4 2 2 


1 


Area = за? ||| g 1005204100520 — cos? 20-+ cos! 20005? 20 ад 
0 4 4 8 


Ата = 5. f тад + 38. ep cos2040— (cose 2949 — 54" (5 cos?20d0 




















Area 04 t sen | - n эй +— 1созаө|шө—#_ f 2cos220cos20d0 
8 
3a?0  3a?sen20]? За? За? 
Área = | — Мыз 40- 2 cosd0d0 — — | ?(1— sen?28 20d0 
8 " 16 e 146 v [а — 
2 2 2 2 È ae a 2 
Area = | 34 хи eni Мар сене X Эс эвий arman 
8 16 16 8 Jo 8 Jo 
3470 | 3a?sen20  3a?sen40 | 3a?sen20 Ё 3a2sen? 20]? 
а 64 16 48 | 
2 2 2 
А _ |За 0 За ѕеп40 За sen20 | 
16 64 48 
(| | заваа 7 | Ы И. мал 
Агеа = d 


16 64 48 3 


Al calcular el momento M, se tiene: 


b = л 

M, = | хау = | (асогдуазеп ду Зазепдсоздад) = За? | ? sen*8cos*üd0 
а 0 0 

М, = за [?(sen?0)?sendcos*9d0— За“ | 20 — 0526)? зепд соз*940 

M, = За? [ 2 (0 — 20529 + сов"0)зепдсог "940 


M, = За? | *cos*0sen0d0—6a* Г 2 cosf'Osen 046 + За? f*cos*0senodo 














5 3 cog? 3 
м — _ За* cos За cos” 0 ба cos 0 _3a° cos 0 99 
" 5 7 9 _ 
3 «5| 7 3 cn | 1 3915. 
м = minm (5) цайлах [5] = и (5) LÌ За! сов”(0) , ба“ сов (0) _ За“ сов (0) 
Ж 5 7 9 5 7 9 
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3 3 3 8943 3 410543 3 
M sa Am 2e 1 9a? — 270a? 4- 105a _ 24a 
x 5 7 9 315 315 





Al calcular el momento M, se tiene: 


M, => 24 o сасов!ӨУ (Заѕеп?0соѕ0 40) 
Lf 2 2 
M E (a? cos? 9X3a sen"? cos? 48) 
y 2 0 
Y E +: E 
М =— То НЕ т E f 2 (cos? 8 соѕӨѕеп2040 
2 Jo 2 Jo 
М,==— За ѕеп20)? cosÜscn?0 d0 


3 (1 —3sen?8 + 3sen*0 — sen*0) соѕдѕеп2040 


2036 : 2 9а? (> А 947 p 6 Заз 12. 4 
‚= Л sen бсов040----|, зеп 0cosodo+ | ?зеп°Өсоз040——-- |, sen*'ü cos 040 














 [3dsen?0  9a?sen?8 m 9asen'9 За?ѕеп°0 2 
| 10 14 18 


мэн | see] везао [2] зөв 


За“ 9а? 490° За? _ 24а} 


У 6 10 14 18 315 





Por lo anterior y dada la gráfica de la página 296, se denota рог simetría que х = y. 
Entonces, las coordenadas del centro de gravedad son: 


24a? 24a* 
5 М, _ 315 2560  - M, 315 256a 
А Зат 3157 ` А Зат 315% 
32 32 
Las coordenadas del centro de gravedad del área en el primer cuadrante de la hipocicloide son 
256a 256a 
3157 3152) 
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3 es-Calcula el centro de gravedad de la superficie limitada por la parábola 
у = 12x y la recta y = 2x. 


Solución 


Para elaborar la gráfica correspondiente se tiene: 





Al calcular el área de la región resulta: 
b b 3 yl 3 
Ата = | удх- f [/(х)—в(х)]4х= | (Мах —2x)ax = /12 | x2 dx -2 | хах 


Arca = 





(3? =12-9=3 


3 B 3 
2,12х2 = _ 2\12(3)2 _ 
3 7 8 


Al calcular el momento M, se tiene: 


by | p^ PE 
M,— f, а= | [ов => f, 12x Оху ax 


М,-6| хах-2|/ 


Al calcular el momento M, se tiene: 


3P 
vane 27 -9 
35 





м, = | худк– [гоо водах = | (12x —2х)ах =V [^ак —2 fe tds 





М = 


y 


5 
Mi: 2608 
5 3 5 


Entonces, las coordenadas del centro de gravedad, son: 








и B 
4.5. 8 1598 = Ме За 
A 3 DI > A 3 


Las coordenadas del centro de gravedad de la superficie limitada por la parábola у? = 12x y la recta 
у= 2хе5 53] 
5 





299 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 1/10 


14/2/2017 Bibliotechnia - 


4 UNIDAD 


CÁLCULO INTEGRAL 


Centro de gravedad de un sólido de revolución 


El centro de gravedad mecánico de un sólido homogéneo coincide con el centro de gravedad geométrico 
de dicho cuerpo. Si el sólido tiene un plano de simetría, el centro de gravedad se localizará en dicho plano. 
Para obtener una definición analítica del centro de gravedad de un sólido de revolución, se considera la 
figura siguiente, donde Ox es el eje geométrico del sólido. El centro de gravedad estará en este eje. Sea dv 
un elemento de volumen, es decir, un cilindro de revolución de altura Ax y radio y. Entonces dV = пу’ Ax. 
Е momento de este cilindro con respecto al plano que pasa por Oy perpendicular a Ox es: 
dM, — x dV — п xy Ах. 





El momento del sólido se determina por el teorema fundamental del cálculo y x está dada por: 
= b = b 
Va=M,= | тхуд ах o үх-М,-1| xy? dx 


= oM. 
х=— 
V 
El momento del cilindro con respecto al plano que pasa рог Ox perpendicular a Оу es: 
dM, = уйу = пух dy, ya que dV = пх Ay. 
El momento del sólido se determina por el teorema fundamental del cálculo y y está dada por: 





= b = b 
vy-M,- f тух dy o vy-M,- f пух? dy 


M 


x 


V 





· Ус 





EJEMPLOS 


“Саїсша el centro de gravedad del sólido de revolución generado al girar el área limitada por Ox y las curvas 
ду = IA 


Solución 


: : х 
De la ecuación ау = x^, se despeja a у, lo que resulta: у= — 
a 
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Calculando el volumen del sólido de revolución, tenemos: 


у = тј paa f [E E fac ыг 


5 








TX? 
Sa? 
Calculando el momento del sólido, tenemos: 


3 


$ а (х2ү т pa Axl ла 
аа тала! nce ша 6 





Calculando el centro de gravedad del sélido: 





та 
_ М = x 
=== = а уи 
V ла 6 

5 


Las coordenadas del centro de gravedad del sólido dado son (5.0) 


2 @e-Calcula el centro de gravedad del sólido de revolución generado al girar el área limitada por Oy y las curvas 
хХ-у-1,у-0,у-1 


Solución 
De la ecuación х” — у’ = 1, se despeja ах” lo que resulta x = 1 + y". 


3 1 
(+2) _4т 
3 3 


1 
Py 3 
(x 2 


Calculando el volumen del sólido de revolución se tiene: 


ЖЭ 





| Calculando el momento del sólido, tenemos: 





м,=т f"yedy=x += 


Calculando el centro de gravedad del sólido, resulta: 


3т 
TU CM 2 
у 4 16 

3 


Las coordenadas del centro de gravedad del sólido dado son 1-2 
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EJERCICIO 28 


|. Calcula el centro de gravedad de cada una de las superficies limitadas por las siguientes curvas. 


у | y 9x. x—5 
correspondientes ы 


........................................ 


............ 


2. y=X,y=2x+3 

3. х=4у—у,у=х 

Да у=юя=Ж у 

5. у=х,у = 4x (Primer cuadrante) 

6. у-4х,2х-у-4-0 

7. у=х’- Зх, y = x (Primer cuadrante) 

8. У —1,у—0,х 6 (Primer cuadrante) 


9. y=4x-x,2x-y_-3=0 
№. $=2,=84=8 
11. y —a — ax, x = 0, у = 0 (Primer cuadrante) 
12. у=6х—Х,у=х 
И. Resuelve los siguientes problemas y еп plenaria discute tus resultados. 
1. Calcula el centro de gravedad de la superficie limitada por los ejes de coordenadas y la parábola 


Vx + Ју = 5. à 


2. Calcula el centro de gravedad de la parte de la elipse £ F = =] que está en el primer cuadrante. 
3. Calcula el centro de gravedad de la superficie limitada por la cisoide y'(2a—x) = x? y su asíntota 
=> 

Calcula el centro de gravedad de la superficie limitada por la cardioide г = a (1 + cos 0). 

Calcula el centro de gravedad de la superficie limitada por la bruja xy — 4a(2a —y) y el eje de las x. 
Calcula el centro de gravedad del área limitada por las parábolas у = x y х = —8y. 


ра ps we 3 


Calcula el centro de gravedad del área bajo la curva y — 2 sen 3x entre x — 0 y x — = 


Calcula el centro de gravedad de la región limitada por el semicírculo y= /4—х? y el eje x. 
9. Calcula el centro de gravedad de la superficie comprendida bajo una arcada de la sinusoide. 
10. Calcula el centro de gravedad de la superficie limitada por el lazo de la curva y? = 4х7 — Y. 
11. Calcula el centro de gravedad de la superficie acotada por la parábola у’ — 2px y la recta y = mx. 
12. Calcula el centro de gravedad de la superficie incluida entre las parábolas x^ = by y у = ax. 
13. Calcula el centro de gravedad del área del lazo derecho de y^ = x*(1— х2). 
14. Calcula el centro de gravedad del área entre x? = 8y — 4 y x5 = 4y, en el primer cuadrante. 


15. Рага el área limitada por y = —x° — 3x + 6 y x + y —3 = 0, calcula el centro de gravedad. 
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17. 
18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


24. 


25. 
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Calcula el centro de gravedad del área del primer cuadrante limitada por y = 12x y su lado recto, 
en torno al eje x. 


Calcula el centro de gravedad de la región acotada por las curvas у = 4 — Y y y = x + 2. 
Calcula el centro de masas de: 

а) m;-8,x;-—7;m;—5x—3,m;—1,x;—5. 

b) т=6;х ,—4,m;,—2,x;— —AÁA,m,—5,x;— —5m,—1,x,—3;m,— 7, x,— 2; 

6) ту; = От 14, z, ——3;m, —15,3,—4; m, —10;3;— —1;m, —3, 5, — —2. 
Calcula el centro de masas de: 

а) m, —8, P, (2,2); m, = 3, P, (—3,1); m, = 13, P, (1,—4). 

b) m, =9, P, (1,—1); m, = 3, P, (5,4); m, = 6, P, (-4,0); m, = 11, Р, (2,3). 

с) m, =6,P, (2,3), m, = 8, P, (—1,0); m, =4, Р, (7,1); m, = 2, P, (00); т, = 12, Р, (—3.0). 
Calcula M,, M, y (x. y) para las láminas de densidad uniforme p limitadas por las curvas: 

a) y =x,y=0,x=4. 

b) х-4-у,х-0. 

e х-2у-У,х-0. 


Calcula el centro de gravedad del sólido que se forma cuando la superficie acotada por las rectas 
x = 0, x = a, y = 0 y la curva y = е gira alrededor del eje x. 


Calcula el centro de gravedad del sólido que se forma al hacer girar la superficie limitada por las 
rectas y —0,x = 3 la curva у = sen 2х alrededor del eje х. 

El radio de la base superior de un tronco de cono de revolución es de 5 cm; el de la base inferior es 
de 10 ст, y la altura mide 16 cm. Encuentra el centro de gravedad. 

Calcula el centro de gravedad del sólido que se forma cuando la superficie del primer cuadrante 


2 
acotada por las rectas y — 0, х = 2a y la hipérbola 5 - x — | gira alrededor del eje x. 
a 


Calcula el centro de gravedad de cada uno de los siguientes sólidos: 


a) Hemisferio b) Paraboloide de revolución 


y 
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lll. El área acotada por el eje ху cada una de las curvas siguientes gira alrededor de Ox. Calcula el 


centro de gravedad del sólido de revolución que se engendra: 
a) Х+у=4,х=0,х=1 p y=*.y=x 
b) У--4х,х--1,х--4 g) y =4-— x (Primer cuadrante) 
Л) y=4x-X,y=x 
 Х-у-16,у-0,х-8 
p «-2)У-44,у-0,х-3,х-5 


п 

с) у=авепхух == 
2 

d) х- у = а, х= ?а 


2 





€) 2ху=а 


а 
:х===-Ж<= 22 
2 


IV. El área acotada рог el eje у y сада una de las curvas siguientes gira alrededor de Оу. Calcula el 


centro de gravedad del sólido de revolución que se engendra: 


a) ay =х,у=а е) Ху-16(4-у,х-0,у-0,х-4 
Б) y=xX,y=9,x=0 Р y =4— x (Primer cuadrante) 
с) у--4х-Х,у-х g) y=X,y=x 
d) y =4ax,y=b h) y=12x,y=0,x=3 
O Verifica tus resultados en la sección de respuestas.» + + «e «sese : 


Cálculo de la presión ejercida рог un fluido sobre superficies verticales 


Introducción 


Físicamente se sabe que cuanto más profundo se sumerge un objeto, mayor es la presión que sufre (en- 
tendiendo como presión la fuerza ejercida sobre cada unidad de área). Lo anterior se describe, por la 
fórmula: Р = ой; donde: Р = presión del fluido, о = densidad del fluido (masa entre unidad de volumen) 
y Л — altura bajo la superficie (profundidad). 

Como 1 ст de agua pesa 1 g, entonces 1 т“ es 1000 kg. Por ejemplo, la densidad del agua es de 62.4 
libras/pic* y por tanto, a una profundidad de 9 pies, la presión sobre un objeto sumergido es: 


P = ой = (62.4 libras/pic*X9 pies) = 561.6 libras/pie? 


Esta presión corresponde al peso de la columna de agua de 9 pies de altura que soporta sobre sí cada 
pie cuadrado de área del objeto. Además, de acuerdo con el principio de Pascal, la presión ejercida por 
un fluido a una determinada profundidad es igual en todas direcciones. Entonces, la presión contra la 
pared del contenedor. a cierta profundidad. es igual que la ejercida sobre un objeto sumergido a la misma 
profundidad. De lo anterior, se deduce que la presión ejercida por un fluido es independiente de la for- 
ma del recipiente. Esto quiere decir que a 4 metros por debajo de la superficie, la presión sobre la pared 
de una piscina es igual que sobre al frente de una presa, suponiendo que la densidad del agua es idéntica. 
La presión queda determinada únicamente por la profundidad, cualquier otra dimensión del contenedor es 
irrelevante. El pricipal enfoque del conocimiento de la presión de fluidos está en el cálculo de la presión 
total ejercida por un fluido sobre las paredes de un contenedor. 
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Si el contenedor es de paredes verticales, resulta fácil 
calcular la fuerza total sobre el fondo. La presión en el fondo 
es constante y la fuerza total es el producto de dicha presión 
por el área del fondo. En general, para una región plana su- 
mergida horizontalmente se tiene que: 

P=ohA 
donde, Р = fuerza total sobre una región plana, o = densicad 
del fluido, Л = altura bajo la superficie (profundidad) y 
A -- área de la región plana. Si se desea calcular la fuerza 
total sobre las paredes verticales de un contenedor, se en- 
cuentra que la presión no es constante en cada punto, y que 
crece con la profundidad. 

Supongamos que ABCD (figura de la derecha) representa 
una parte de la superficie vertical de una pared de un aljibe. x 
У que deseamos conocer la presión total que del fluido ejerce 
sobre dicha superficie. Se trazan los ejes coordenados tal y 
como está indicado en la figura de la derecha, ubicando el eje y sobre la superficie del fluido. AB se divide 
en n subintervalos y se construyen rectángulos horizontales dentro de la superficie ABCD. 

El área de cualquiera de los rectángulos (como EP) es y Ax. Si este rectángulo fuese horizontal a la 
profundidad х, la diferencial de fuerza del fluido sobre él sería: AF = оху Ax 


Superficie del fluido 





Por el principio de Pascal, AF = оху Ax es, aproximadamente, la fuerza sobre el rectángulo EP en 


n 
su posición vertical. Por lo tanto, la suma У oxy Ax, representa, aproximadamente, la fuerza sobre 
i=l 
todos los rectángulos. 
La presión sobre la superficie ABCD es el límite de la suma, cuando п tiende a infinito, y por el teorema 
fundamental del cálculo integral, se tiene: 


lim Versa = | ах ydx 


п . 
i=l 


Por tanto, la fuerza total de un fluido de densidad constante о’, sobre una superficie vertical sumergida 
limitada por una curva, el eje x y las dos rectas horizontales x = a y x = b, se obtiene por la fórmula: 


F —o f хув 


El valor de y se sustituye en términos de x, deducido de la ecuación de la curva dada. 





* Опа cañería circular de 4 m de diámetro (figura de la derecha) tiene agua hasta 
la mitad de su capacidad. Calcula la fuerza total que ejerce el agua sobre la 


y 
compuerta que cierra a dicha cañería. 
Solución : 
La ecuación del círculo es x^ + у? — 4, de la cual tenemos que у= 44-х3. EY 
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Dado que 1 сп’ de agua pesa 1 g, el peso de 1 пт son 1000 kg, entonces о = 1000 kg/m. Los límites son 
x = 0 y x = 2; por lo que la fuerza a la derecha del eje x es: 


b 2 
F-of хуйх = 1000 f. хуї—х? dx 
зр 3 
E _-_ _ 1000[4— Qy 2 
3 Е 3 


к= = 2666.66 kg 











3 
i 1000[4 — (0)?]2 
3 





Para obtener la fuerza total del fluido, se tiene: 


From = 2Е = 2 (2666.66 kg) = 5333.33 kg 


La fuerza total sobre la compuerta que cierra la cafiería es 5333.33 kg. 


2 е». Una presa tiene una compuerta vertical en forma de trapecio (siguiente figura) que mide 12 m en su lado su- 
perior, 8 m en su base y 4 m de altura. ; Cuál es la fuerza total ejercida sobre la compuerta si su lado superior 
está 4 m bajo la superficie del agua? 


Solución 


Con base en lasiguiente figura tenemos dA = 2x dy, h = 8 — y y 
dF = о (8 — y) 2x dy. 
Determina la ecuación de la recta AB: 











у-у = IA (x—x) 
n= 
4—0 
-0-- -4 
у ca ) 
y=2x-8 


| Al despejar a х de la ecuación de la recta AB» = LE y sustituyendo en dF = о (8 — y) 2x dy, resulta: 


dF = 0(8— [Ela = a(64 — y?)dy 


Integrando dF = о (64 — у’) dy dentro de los límites у = 0 y у = 4 se obtiene: 


3 
>] M 


Е=о f (64—y)dy=0 = 





Sea о = 1000 Ко/пг, por tanto, F = 1000) = 234667 ке 





La fuerza total ejercida sobre la compuerta es де 234 667 kg. 
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3 >. Cada uno de los extremos de un tanque horizontal es una x 
elipse cuyo eje horizontal es de 4 m y el eje vertical de 
2 m. Calcula la fuerza total sobre un extremo cuando el 
tanque que está medio lleno de petróleo pesa 800 kg/m. 


Solución 


y 
Dada la figura de la derecha, se tiene que la ecuación 
2 
de la elipse es: E _ I, siendo а = 1 ур = 2, 
№2 а? 


2 
х 
entonces, — + р ат I: 
1 4 


Despejando y de la ecuación resulta: У--44-4х. 


Al tomar los límites x = 0 у х = 1, la fuerza total ejercida а la derecha del eje x es: 
І 











3 
— Ах2)2 
F=0 |" xydx =800 |" ха а dx ы зоо | а-у) 
а 0 8 3 0 
2 ~ эр 
F= _ 2004 e: ДЕ 200|4 GU р | 533.33 ке 





Luego, la fuerza total del fluido ез: F4,,4, = 2Е = 2(533.33) = 1066.66 kg 
La fuerza total que el fluido ejerce sobre un extremo del tanque es de 1066.66 kg. 


4 e*-Una superficie plana, cuya forma es la de un seg- 
mento parabólico de 12 m de base y 4 m de altura, 
está sumergida en el agua de manera que su base se 
encuentra en la superficie libre del líquido. Calcula 
la fuerza total que el agua ejerce sobre una de las 
caras de la superficie. 





Solución 
Dada la figura de la derecha se observa que la ecuación canónica de la parábola es x^ — 4py. Sustituyendo el 
| | punto (6,4), resulta que p = 1 ; entonces la ecuación del segmento parabólico es x^ = ду, es decir, x= 3,/у. 


El área del elemento rectangular diferencial es dA = 2х dy, la profundidad de su centro geométrico es 
(4 — y). Sean los límites y = 0 y y = 4. Aplicando la fórmula dF = o h dA, tenemos: 


3 
dF = a(4 — y2xdy = o(4 — у)2(3./у)ау = ва (а Jy — у? lay 


Por integración resulta: 


4 
3 5 
4 3 2 3 
F=6 |, ARCE | = T 





256(1000) 


Usando с = 1000 kg/m?, por lo tanto, F = — 51200kg 


La fuerza total que el agua ejerce sobre una de las caras de la superficie es de 51 200 kg. 
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5 e*En el siguiente problema el eje y se dirige verticalmente hacia arriba y el eje x está al nivel de la super- 
ficie de un fluido y se representa por o el peso de la unidad cúbica del fluido. Calcula la fuerza ejercida 
sobre la superficie que se forma uniendo con líneas rectas la serie de puntos, en el orden dado: (0,0), (3,0). 
(0,—6) y (0,0). 


Solución 


Dada la figura de la derecha, se observa que la superficie sumergida está 
acotada por las rectas x = 0, у = Оу 2x— y —6=0. 

El área del elemento rectangular diferencial es AA — xAy, la profun- 
didad es y. 

Aplicando la fórmula AF = o ЛАА se tiene: 


Integrando entre los límites y = —6 y y — 0, resulta: 


AF = о y(xAy) = бт ay - = (у +6y)Ay 


e r?.5 
ps 6 
2/.9 + 6) 4у 





c(y ij 
Pe ARMENI =180 
A ? | 





La fuerza total que el fluido ejerce sobre la superficie es de 180. 





EJERCICIO 29 

: 1. En los siguientes problemas el eje y se dirige verticalmente hacia arriba, el eje х está al nivel de 
la superficie de un fluido. Sea с la masa de una unidad cúbica del fluido, encuentra la fuerza total 
que el fluido ejerce sobre las superficies que se forman uniendo con líneas rectas cada serie de 
puntos en el orden dado. 


Escribe los números 1 


co || 


2. 
З. 
4. 
5. 
Il. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados. 


ы 


(0,0), (3,—3), (0,—6), (—3,—3) y (0.0) 
(1,0), (1,—2), (-1,-2), (-1,0) y (1,0) 
(3,0), (2,—5), (—2,—5), (-3,0) y (3,0) 
(2,0), (0,—3), (2,0) у (2,0) 
(0,0), (3,—6), (0,—6) y (0,0) 


Un depósito cilíndrico de gasolina está colocado de modo que el eje de su cilindro esté horizontal. Si el 
depósito está medio lleno, calcula la fuerza ejercida sobre uno de sus laterales circulares, de diámetro 
igual a З pies, si la densidad de la gasolina es de 50 libras/pies”. 


Un extremo vertical de un tanque es un segmento de parábola con el vértice hacia abajo; la distancia 
en la parte superior es de 3 m, la profundidad de 6 m. Determina la fuerza total que su contenido 
ejerce sobre este extremo cuando el tanque está lleno de un fluido que pesa 1100 kg/m’. 
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Una claraboya cuadrada en el extremo vertical de un barco mide 1 pie de lado. Calcula la fuerza 
total que soporta, suponiendo que el lado superior del cuadrado está 15 pies bajo la superficie del 
agua, cuya densidad es de 62.4 libras/pies”. 


Un tanque cilíndrico vertical de 10 m de diámetro y 16 m de altura está lleno de agua. Calcula la 
fuerza total que ejerce el fluido sobre la pared del tanque. 


Un tanque cilíndrico horizontal, de 3 m de diámetro, está medio lleno de petróleo cuya densidad es 
800 kg/m”. Encuentra la fuerza total que ejerce el fluido sobre un extremo del tanque. 


Una alberca tiene 8 m de ancho, 14 m de longitud, 1.5 m de profundidad en un extremo y 4 m en el 
otro, su fondo es un plano inclinado. Encuentra la fuerza total sobre cada pared vertical de la alberca. 


El extremo vertical de un artesa es un triángulo rectángulo isósceles cuyos catetos miden 3 m cada 
uno. Encuentra la fuerza del fluido sobre una de las paredes laterales cuando la artesa está llena de 
agua. 


52 


Calcula la fuerza ejercida sobre el fondo de un recipiente de forma semicircular de 2 m de radio 
cuando está lleno de un fluido de peso específico 900 kg/m". 


Una superficie plana, cuya forma es la de un segmento parabólico de 12 m de base y 4 m de altura, se 
encuentra parcialmente sumergida en petróleo que pesa 800 kg/m”, de manera que su eje es paralelo 
a la superficie libre y situada 3 m por debajo de su punto más alto. Calcula la fuerza total que ejerce 
el fluido sobre una de las caras de la superficie. 


El fondo de una piscina es un plano inclinado. La piscina tiene 2 pies de profundidad en un extremo 
y 10 pies en el otro. Si dicha piscina mide 40 pies de largo y 30 de ancho y sus paredes son verticales, 
¿cuál es la fuerza total que actúa sobre uno de los laterales de 40 pies? 


Una presa vertical mide 120 pies de ancho en su parte superior y 40 pies de altura. Encuentra la 
fuerza total con la que contiene al agua, si esta alcanza una altura de 25 pies. 





Un tanque cilíndrico está Пепо hasta la mitad con gasolina, cuyo peso es de 42 libras/pies”. Si el eje es 
horizontal y el diámetro es de 6 pies, encuentra la fuerza en un extremo debido a la presión del fluido. 
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13. Los extremos de una pila son regiones semicirculares, cada una con un radio de 2 m. Calcula la 
fuerza ejercida por la presión del fluido sobre un extremo de la pila si está llena de agua. 


14. Una hoja de lámina en forma rectangular se sumerge verticalmente en un tanque con agua con el 
borde superior en la superficie del líquido. Si el ancho de la lámina es de 2 m y el largo es de 6 m. 
encuentra la fuerza debida a la presión del líquido sobre un lado de la lámina. 


15. Una compuerta rectangular en una presa vertical tiene 3 т de ancho y 2 т de alto. Calcula: 


a) La fuerza total ejercida sobre la compuerta cuando el nivel del agua está 3 m arriba del borde 
superior. 
b) Cuánto más debe subir el nivel del agua para que esa fuerza se duplique. 


16. Encuentra la fuerza total que un fluido ejerce sobre la mitad inferior de una pared elíptica cuyos 
semiejes son 2 m y 3 m: 


a) Cuando el eje mayor está en la superficie del fluido. 
b) Cuando el eje menor está en la superficie del fluido. 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas.» » + + + + + + ++ 9:8:9:9:9:8 9:9:9:9:9:9:9:9:4:0:9 ө ө А 


Cálculo del trabajo realizado por una fuerza variable 


Trabajo realizado por una fuerza constante 


Para los científicos e ingenieros, el concepto de trabajo resulta ser importante al momento de calcular 
la energía requerida para realizar algunas tareas de tipo físico. Por ejemplo, es útil saber la cantidad de 
trabajo desarrollado al elevar una viga con una grúa, al comprimir un muelle, cuando un camión transporta 
una carga o al disparar un rifle. 

En general, se establece que un trabajo se ha realizado cada vez que una fuerza (f) aplicada mueve un 
objeto cierta distancia (d). El trabajo (7) realizado por esa fuerza se define como: T = f d. 

El trabajo puede expresarse en distintas unidades, por ejemplo: libras/pies, libras/pulgadas, kilogramo/ 
metro, kilogramo/centímetro, etcétera. En el sistema métrico las unidades fundamentales de trabajo son 
la dina/cm (ergio) y newton/m (joule), donde 1 joule — 10' ergios. 





EJEMPLO 
о (a 








-Calcula el trabajo realizado al levantar un objeto de 150 kg a una altura de 4 m. 


Solución 


‚© 
Al considerar la fuerza requerida como el peso del objeto, el trabajo realizado es: 
T = fd = (150 kgX4 т) = 600 kg/m 


El trabajo realizado al levantar un objeto de 150 kg a una altura de 4 т, 
es de 600 kg/m. 
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Trabajo realizado por una fuerza variable 


Al aplicar una fuerza variable a un objeto, la determinación del trabajo realizado se obtiene por los métodos 
del cálculo integral, debido a que la fuerza necesaria para mover el objeto cambia al variar su posición. 
Por ejemplo, la fuerza requerida para comprimir un resorte crece conforme se comprime dicho resorte. 
Ahora, al analizar el trabajo que se realiza al vaciar un aljibe (trabajo de bombeo) cuya forma es la de 
un sólido de revolución con eje vertical. Suponiendo que el eje x de la curva que gira es vertical y que el 
eje y se encuentra en el plano superior del aljibe; tal como se muestra en la siguiente figura. Se tiene que 
calcular el trabajo que se realiza al vaciarlo, cuando el nivel del líquido baja desde la profundidad x = a 
hasta x = b. 

AI dividir AB en n subintervalos, se hace pasar 
por estos puntos de división planos perpendiculares 
al eje de revolución y se forman cilindros de revo- 
lución. 

Е| volumen de cualquiera de dichos cilindros 
салу Ах y о es la masa de la unidad cúbica del 
líquido (densidad) resultando от y? Ax. 

El trabajo que se efectúa al subir un peso es igual 
al producto de la densidad por la altura vertical, por 
tanto, el trabajo de subir dicho cilindro de líquido 
a la altura x es от у? x dx. La suma del trabajo rea- 
lizado al subir hasta arriba todos estos cilindros es: 


n 
Y or y2x,Ax; 


El trabajo efectuado al vaciar la parte AB del 
aljibe es lógicamente, el límite de dicha suma y por 
el teorema fundamental del cálculo integral, resulta: 





n 
b 
2 = 2 
lim > оту; x, Ах, -1 OTXY x dx 


п о. 
i=l 


Por lo tanto, el trabajo requerido para vaciar el agua que se encuentra entre los niveles a y b del aljibe es: 


Т=от f хуга 


En donde el valor de y deberá expresarse en términos de x, según corresponda a la forma del sólido 
de revolución que tenga el contenedor. 

El principio fundamental que sustenta este razonamiento es que el elemento de trabajo dT requerido 
para elevar un elemento dV a una altura Л es dT = ø h dV. 

Los ejes de coordenadas deben orientarse del modo que resulte más conveniente. 
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EJEMPLOS 
P e 


Calcula el trabajo que se realiza bombeando el agua que llena 
su aljibe hemisférico de 5 m de profundidad. 


Solución 
Dada la figura de la derecha, el hemisferio es generado por el 
círculo x^ + у’ = 25, de donde у’ = 25 — х. Si o = 1000 y los 


límites son x = 0 y x = 10, al sustituir en la fórmula resulta: 
x 


1000z(25 — х2)? 


4 [- 1562507 kg m 


T — x | x di — 10007 ЈУ x05 dx = -| 


El trabajo que se realiza es aproximadamente 490874 kgm. 





2 @0-Una cisterna cónica tiene 30 m de diámetro superior y 20 m de profundidad, como se muestra en la figura 
de abajo. Si la superficie del agua está 10 m por debajo del borde superior, calcula el trabajo que se hace 
para bombear el agua hasta el tope de la cisterna. 


Solución 

Consideremos un disco de grosor diferencial Ay, situado dentro del cono a la altura del punto P = (x,y). La recta 
20 4 

que pasa por el origen con pendiente 15 3 tiene por ecuación y = хх, por lo tanto, el diámetro del disco es 

х= i y y de este modo, el volumen del elemento es 


2 
dV = пхгду E Aplicando el coeficiente de к A(15.20) 
5 / 
densidad del agua т =1000kg/m*, obtenemos el 
90007 y?dy 
l6 — 


. Сото el nivel del agua que se bombea tiene su 
. superficie а la altura 20 — y, el diferencial del trabajo 


ат =(20- ујај = Or (80-36. A 


Tomando los límites y = 0 y y = 10, se obtiene: 


diferencial de la fuerza df = odV = 





(20y? — y3)ay. 


ind CATO 
41, 3441 4 











т- | esp yy _ 90007 20000 10000 


El trabajo que se realiza para bombear el agua es T = 2 343 750 7 = 7 363 100 Кет. 
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3 e*Para comprimir un resorte desde una longitud natural de 15 cm hasta 12 cm, se requiere una fuerza de 
75 kg. Calcula el trabajo realizado al comprimirlo 3 cm más. (Aplicar la ley de Hooke). 


Solución 


Con base en la ley de Hooke establece que la fuerza f(x) necesaria para comprimir o extender un resorte x 
unidades desde su longitud natural es f(x) = kx, siendo К una constante que depende del resorte en cuestión. 


Entonces: f(x) = kx 
f(3) = 75 = K(3), resultando К = 25, es decir: f(x) = 25x 


Para calcular el incremento de trabajo, se supone que la fuerza requerida para comprimir el resorte en 
Ax es constante. 


Entonces, el incremento de trabajo es: АТ = (fueza)(incremento de d) 
AT — 25xAx 


dado que el resorte se comprime entre x — 3 y x — 6 cm menos que su longitud natural, el trabajo realizado es: 


2 
= | —450—112.5—337.5kgcm 


3 





T= | 25хах= 





Е trabajo realizado es de 337.5 Крст. 


4 @e:Si un módulo espacial pesa 30 toneladas en la superficie terrestre, entonces despreciando la resistencia del 
aire, ¿cuánto trabajo se requiere para elevarlo hasta una altura de 2500 km? 


Solución 
Dado que el peso de un cuerpo varía inversamente proporcional con el cuadrado de su distancia al centro de 
la Tierra, la fuerza f(x) ejercida por la gravedad se puede expresar mediante: f(x)= 5, 

x 


Como el médulo pesa 30 toneladas en la superficie terrestre, la cual, tiene un radio de aproximadamente 
6436 km. 


Al sustituir se tiene: f(x) — 13 
х 


| 0---5-----5-- siendo k— 1242662880. 
fe (6436)? 41422096 
1242662880 
Entonces, el incremento de trabajo es: AT = — ——— —— Ax. 


y? 
Al propulsar el módulo desde 6436 a 8936 km, el trabajo desarrollado es: 


T= 8036 1242 662 880 
7 J 6436 y 


_1242662880]"" 


х? = 


Т = —139062.5425 — (— 193080) = 50017.4575 toneladas km 


ах = 





El trabajo necesario para elevarlo es de 54 017.4575 toneladas km. 
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5 @e-El depósito de la siguiente figura tiene 8 m de altura y 2 m de radio en su parte superior. Si se llena hasta una 
altura de 6 m con un liquido que pesa 50 kg/m, calcula el trabajo necesario para bombear todo ese liquido 
sobre el borde superior del depósito. 


Solución 
Al considerar el líquido subdividido en capas de ancho Ay, se puede determinar el trabajo requerido para 
bombear cada capa, describiendo primero el peso de dicha capa como el incremento de fuerza. 


Af = Peso 
Af = (densidad)(volumen de la capa) 
Af = 50 (xr h) 


Siendo г = x el radio у Л = Ay la altura. 


Entonces como y-2x, es decir, x? — > se tiene: 
Ч 
Af = 5ол (2 му = 25луЛу 
Сото сайа сара se desplaza 8 — y metros, el incremento de 
trabajo es: 


AT = (incremento de fuerza distancia) = (257 y Aw(8 —y) 
= п(200у — 25y)) Ay 


Puesto que las alturas de las diversas capas van desde y = 0 
hasta y — 6, el trabajo requerido para vaciar el depósito es: 





T = т], (200y —25y?)dy = 100ту? — шд 36007 — 18007 = 5654.867 Кет 





El trabajo necesario para el bombeo es de 5 654.867 Кет. 





Trabajo de un gas al dilatarse 


Si un gas al dilatarse en un cilindro empuja la cabeza de un émbolo de manera que el volumen del gas pase 
de un volumen inicial V; a un volumen final V,, ambos dados en metros cúbicos, el trabajo exterior que 
se realiza es, en kilogramo-metro. 


V 
f 4 
= | y РАУ 
donde P es la presión en kg/m". 


Lo anterior se demuestra si supone que el volumen aumenta de V a Vt dV. Si A es el área de la sección 


ау 
transversal del cilindro, entonces А % la distancia en la que el émbolo es desplazado por el gas. Dado que 


PA es la fuerza que causa la dilatación dV, se tiene que el elemento de trabajo realizado es: 
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dT = pa( 2] — рау 


Cuando el volumen disminuye, el incremento de volumen dV es negativo, por lo tanto, para obtener 
un valor positivo para el trabajo, la expresión correspondiente es dT = —PdV. 


Al aplicar el teorema fundamental del cálculo integral, se obtiene la fórmula establecida T — | = Рау. 


Para poder evaluar Іа integral Л Y Рау , debe conocerse la relación entre la presión y el volumen del 


gas durante la dilatación. Dicha relación es РУ" = C, en donde С y n son constantes. 
Al establecer en forma gráfica esta relación, se coloca como abscisa el volumen y como ordenada la 
presión, el área bajo la curva entre los volúmenes antes y después de la dilatación corresponde al trabajo 


que el gas ejerce sobre el émbolo y se obtiene mediante la expresión T = de Рау. 


Dilatación isotérmica 


Si durante la dilatación de un gas la temperatura permanece constante, se tiene una dilatación isotérmica. 
Para este caso, n = 1 y así el producto PV permanece constante, es decir PV = РУ, = РУ,. La gráfica de 
este fenómeno es una hipérbola equilátera. 









La dilatación del gas contenido en un depósito cilíndrico desplaza un émbolo de forma que el volumen del 
gas aumenta de 15 а 25 cm”. Suponiendo que la relación entre la presión (kp/cm?) y el volumen (cm), está 
dada por PV'* = 60, calcula el trabajo realizado durante la expansión del gas. 


Solución 


Sea A el área de la sección del cilindro, en dichas condiciones la fuerza ejercida por el gas es PA. Un aumento 
de volumen AV hace suponer la elevación del pistón de AV/A, donde el trabajo correspondiente a dicho 
desplazamiento es: 


[^^ )- PAV 


De PV'^ = 60, se tiene que P= сл entonces, РАУ = (ЈА. 
уч ум 


25 
| i 5 60 60 0.4 E 04 1. 0.4 
Por lo tanto, T —60 / т = |- а" | т 150025) %* —[-150(15) °4] 

= 41.392 + 50.776 = 9.384 Крст 


El trabajo realizado durante la expansión es de 9.384 Крст. 
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2 es-Un cilindro contiene 100" de aire que ejerce sobre un émbolo una presión de 20 kp/m?. ¿Qué trabajo debe 
realizarse para comprimir el aire hasta reducirlo a 2 m^? 


a) Suponiendo que РУ = С. 
b) Suponiendo que РУ“ = C. 


Solución 


a) Considerando que la relación entre la presión y el volumen está dada рог РУ = С, es decir, 
(20 kp/m^)(100 т?) = 2000 крт. 
Si A es el área de la sección del cilindro, bajo tales condiciones la fuerza ejercida por el gas es PA. Una 
disminución de volumen dV hace suponer la compresión del pistón de e donde el trabajo realizado 
es: paje) = PdV. , 





De PV — 2000, se tiene que P — == ‚ entonces PdV = ee vv 


Por lo tanto: T — 2000 f SK Y _[2000шу]® =9210.34—1386.30 = 7824.04 kpm 


El trabajo realizado cuando PV = C es de 7 824.04 kpm. 


b 


~ 


Considerando que la relación entre la presión y el volumen está dada рог РУ! = C, es decir 
(20 kp/m)(100 m*)'* = 12 619.147 kg. 
Si A es el área de la sección del cilindro; bajo tales condiciones la fuerza ejercida por el gas es PA. 


dV 
Una disminución de volumen dV hace suponer la compresión del pistón de "A" donde el trabajo 
realizado es: РА | Рау. 


De РУ“ = 12 619.147, se tiene que р_ 12 619.147 ES onces PdV ре lav 
1 
100 
Рога; T —12 619. ТАН: |29910, ш 
yi^ 04 А 


T — —31 547.868(100) 04 —[-31 547.868(2) *^] =—5000 + 23 908.813 — 18 908.813 кр. 


El trabajo realizado cuando РУ!^ — С es de 18908.813 kg 
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3 @e-Nueve metros cúbicos de aire a una presión de 2 kg/cm? se comprimen а la presión de 8 kg/cm”. 


a) Calcula el volumen y el trabajo realizado si se aplica la ley isotérmica, es decir, РУ = С. 
b) Calcula el volumen final y el trabajo realizado si se aplica la ley adiabática, es decir, РУ" = С. 


Solución 
a) Puesto que Р, 2 kg/cm?, У, = 9 m^ = 9 000 000 cm, P,=8 kg/cm”, entonces por 


РУ 2 3 
PV. = Р.У. se tiene que, У Liu. киеш 000000) car) 
ii TT f Pf 8ke/cm? 


V, = 2 250 000 ст? = 2.25 m? 
Considerando que la relación entre la presión y el volumen está dada por PV = C, es decir, 


(2 kg/cm^)(9 000 000 ст“) = 18 000 000 kg ст = 180 000 kg. 


180000 


De PV — 180 000, tenemos que: P — v 





9 
Entonces, T — 180000 f E = [180000 У] „ = 249 532.985 kg 


El volumen final y el trabajo realizado aplicando la ley isotérmica es 2.25 m 
y 249 532.985 kg, respectivamente. 


b) Puesto que P,= 2 kg/cm”, У = 9 т? = 9 000 000 ст", P, — 8 kg/cm”, entonces por Р, (V) = P, (V)", 


[a у 
se Пепе que, У дан (UU 


| zs V, = 3 343 487.13 ст" = 3.343 m* 


Considerando que la relación entre la presión y el volumen está dada por PV'* — C, es decir, 
(2 kg/cm?)(9 m?)'* = (20 000 kg/m?)(9 m')'*— 433 480.4 kg. 


433 480.4 


De PV'* = 433 480.4, se tiene que P = === 


433480.4 


Entonces, Т = 433 580.4 Е и que 


V “| = 218 736.384 kg 
3.343 


El volumen final y el trabajo realizado aplicando la ley adiabática es 3.343 m y 218 736.384 ke, 
respectivamente. 
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EJERCICIO 30 

$ |. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados. 

ИТ 1. Una fuerza de 5 kg comprime un muelle de 30 cm un total de 8 cm. ¿Qué trabajo hace falta para 

— comprimirlo 14 cm? 

Competencias 

Es 2. Una fuerza де 60 kg extiende 3 cm a cierto muelle. Calcula el trabajo realizado al extenderlo desde 

Competencias 27 hasta 45 cm. 

disciplinares 
: 3. Un tanque semiesférico de 6 m de radio está colocado de forma que su base es el círculo. A la altura 
5 de su base tiene un manantial de agua. 
: a) ¿Cuánto trabajo se requiere para llenarlo por un orificio en su punto más alto? 
: b) ¿Y por un orificio hecho en su base? 
: с) Sise invierte el tanque, calcula el trabajo requerido para bombear los 2 m de agua más altos por 
3 un orificio hecho еп su parte superior. 
: 4. Un depósito abierto tiene forma de cono circular de 6 m de altura y 8 m de ancho en su parte superior. 
5 Determina el trabajo necesario para vaciarlo bombeando desde la parte superior. 
: 5. Si se bombea el agua por el fondo al interior del depósito del problema anterior, ¿cuánto trabajo se 
5 necesita para llenarlo, 
" а) hasta una altura де 2 m? 
e b) desde 4 m hasta 6 m de altura? 
= 6. Un tanque circular lleno de agua, de 12 т de alto y 8 т de radio se entierra hasta que su borde 
. superior quede 3 т bajo el nivel del piso. ¿Cuánto trabajo se requiere para bombear toda el agua 
: hasta el nivel del piso? 
: 7. Una cisterna cilíndrica vertical de 5 m de diámetro y 8 m de profundidad está llena de agua. 
: a) Calcula el trabajo al bombear el agua hasta el borde de la cisterna. 
: b) Si la cisterna está medio llena, calcula el trabajo de bombear el agua hasta el borde. 
: 8. Опа cisterna cónica que tiene 8 m de diámetro superior y 8 m de profundidad está llena de agua. 
: Calcula el trabajo de subir el agua 7 m más arriba que el borde. 
: 9. Un tanque hemisférico de 4 m de diámetro está lleno de petróleo que pesa 800 kg/m”. Calcula el 
2 trabajo requerido para bombear el petróleo al borde del tanque. 
: 10. Оп tanque para agua tiene la forma de un hemisferio de 10 m de diámetro coronado de un cilindro 


que pesa 1280 kg/ т’. Calcula el trabajo de bombear el líquido hasta el borde del aljibe. 
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Una grúa de demolición tiene una bola de 500 kg suspendida de un cable de 40 m, cuya densidad 
es 0.7 kg/m. Calcula el trabajo necesario para enrollar 15 m de cable. 


Una cadena de 15 pies de largo y que pesa 3 libras/pie está suspendida verticalmente desde 15 pies 
de altura. ¿Cuánto trabajo hace falta para elevar toda la cadena hasta 15 pies de altura? 


Un resorte tiene una longitud natural de 12 cm. La ley de Hooke establece que cuando un resorte se 

extiende x centímetros, éste ejerce una fuerza igual a kx, donde k es una constante. Si se necesitan 
| 

10 dinas de fuerza para mantenerlo extendido 5 em, ¿qué cantidad de trabajo será necesaria para 

extenderlo desde su longitud natural hasta una longitud de 16 cm? 


Un módulo lunar pesa 12 toneladas en la superficie terrestre. Calcula el trabajo consumido en 
propulsarlo hasta una altura de 50 millas desde el suelo lunar. Toma el radio de la Luna como 


1 
1100 millas aproximadamente y su fuerza de gravedad igual a 6 de la terrestre. 


Un acuario tiene una base rectangular de 0.6 m de ancho y 1.2 m de largo y lados rectangulares de 
0.9 m de altura. Si el acuario está lleno de agua, ¿cuánto trabajo se requiere para vaciarlo bombeando 
el agua por la parte de arriba? 


Una cisterna en forma de hemisferio de 2 m de radio con la parte circular hacia arriba está llena de 
agua. Calcula el trabajo necesario para bombear el agua a un punto que se encuentra a 1.5 m por 
encima de la parte superior de la cisterna. 


Un cilindro de 20 ст de diámetro y 80 cm de longitud está lleno de vapor bajo una presión de 10 kg/cm”. 
¿Qué trabajo es necesario realizar para disminuir dos veces el volumen del vapor, suponiendo que 
la temperatura del mismo permanece constante? 


~ — 5 — 3 Е 3 
Seis metros cúbicos de aire a una presión de | kg/cm” se comprimen а de 5 kg/cm”. 


a) Determina el volumen final y el trabajo realizado si se aplica la ley isotérmica, es decir, 
PV 2€. 


b) Determina el volumen final y el trabajo realizado si se aplica la ley adiabática, es decir, 
PV" = C, suponiendo que п = 1.4. 


Una masa de aire a la presión de 1 kg/cm? se comprime de 8 m'a 2 т". 


a) Determina la presión final y el trabajo realizado si la ley es PV — C. 


b) Determina la presión final у el trabajo realizado si la ley es PV" = C, suponiendo л = 1.4. 


Una masa de gas con volumen inicial de E m? y presión de 4 kg/cm? se dilata hasta que la presión 
es 2 kg/cm? 2 


a) Determina el volumen final y el trabajo hecho por el gas si la ley es РУ = С. 
b) Determina la presión final y el trabajo realizado si la ley es РУ" = C, suponiendo que п = 1.2. 
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22. Una masa de aire con volumen inicial de 5.5 m° y presión de 1 kg/cm? se comprime а 1.2 m'. 


a) Determina la presión final y el trabajo que se ha hecho si la ley es PV = С. 


b) Determina la presión final y el trabajo realizado si la ley es PV" = C, suponiendo que п = 1.4. 
23. Un gas se dilata de una presión inicial de 5 kg/cm? y un volumen de 70 litros a 250 litros. 


a) Calcula el trabajo que se ha hecho si la ley es РУ" = C, suponiendo que п = 1.0646. 
b) Sin — 1.131. 


© Verifica tus resultados en la sección de respuestas.» • • €«099006000€0099900999299999*9** , & 
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1. Si se deja caer una pelota de béisbol desde un edificio de 25 m de altura, ¿cuál será la velocidad 
con la que la pelota chocará contra el suelo? 


2. Determina el volumen generado en la rotación del área del primer cuadrante limitada por la 
parábola y^ — 3x + 6 y la ordenada correspondiente a x = 5 con respecto al eje x. 


3. La base de un sólido es un círculo de 15 cm de radio. Todas las secciones perpendiculares a 
un diámetro fijo de la base son cuadradas. Calcula el volumen del sólido. 


4. Encuentra el centro de masa de la lámina de densidad uniforme р limitada por у = 16 — x 
y la ordenada correspondiente a x — — 30. 
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4 UNIDAD 


CÁLCULO INTEGRAL 


5. Un tanque de agua tiene un fondo plano inclinado. El tanque tiene 1 m de profundidad en un 
extremo y 4 m en el otro. Si dicho tanque mide 38 m de largo y 29 m de ancho y sus paredes 
son verticales, ¿cuál es la fuerza total que actúa sobre la pared que mide 38 m? 


6. Una piscina circular vertical de 17 m de diámetro y 3 m de profundidad está llena de agua. 


a) Calcula el trabajo al bombear el agua hasta el borde de la piscina. 


b) Si la piscina está medio llena, calcula el trabajo de bombear el agua hasta el borde. 
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UNIDAD 1 


Ejercicio 1 
(D. 1. dy=-—0.2 5. dy — —0.063 
3. ду=—0.5 7. dy — 0.07056 


0). 1 dA = 2.26 cm? 
3. dA = 16 dx 
5. dv = 424115 mm? 











(ID. 1. 3/65 = 4.020833 9. cos 44? — ().7194479 
3. 483 —3.0185185 11. cot 29° = 1.8018628 
1 
5. —==0.115859 13. In 36.4 = 3.594630 
450 п 
7. Ш 5.83 = 1.775437 15. е?! = 163.254475 
(М). 1. dy -2Q — 32+ Sx 1)dx 15. d - [£885 ja. 
— 4 ax+b 
IXAX 
3. dy=— 17: y = —4 sen 2x dx 
| J1-3x? 9 
жен 19. dy = —свс x (x cot x — 1) dx 
Ж 
5. ф------ү 21. ду... Ab 
3(4— 222)3 AE 
x(1—3x2) 55еп 5х dx 
T dita UE sE 
d М1-х2 У 2./со55х 
9. dy = 5" In 5ах 2 
„Бак Ddr ЗИ 
Il. dy— (а? + ха)г a? — x? 
24x 
—3x— y 
xdx TE њ— 2 ах 
їй de ^ | | 
у TE x+5y 
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33. dy == 
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ЗЭ: dy == 





3(1— 4x? јах 


41-9х2--24х5-16х5 


У ek DP = (а D? + (2 — 15 + (а — D? -- (z, — D? - (z, — 1? 


A — ук) = (х = у) +0, – у) +0 — Y) + у) + – у) + S У) +05 – уз) 





29. dy= 
х 
— +1 
у 
31. 4у--17 dx 
х 
EJERCICIO 2 
5 
(ID. 1. а) 
K-1 
7 
с) 
8 
3. а У (5-3) —156 
К 
4 
К 5 
| 
3 
| 3 
-2-- 
a la al 10 
5. a) Área — 22.992 unidades cuadradas 
с) Área — 22.5 unidades cuadradas 
е) Área — 3.75 unidades cuadradas 
g) Área — 2 unidades cuadradas 
EJERCICIO 3 
(1). 1. a) 5:45 c) 
2 
ai 3 
3. a) Г x dx = f (22) 
2 
с) Я „хі ах = f(1.396)4) 
EJERCICIO 4 
(ID. 1. a) Ака=9 5) 
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33. 


35. 
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а анана £C 


3a 
In (In ax) + C 


In?^sen x 





FE 
3 

E g 
3 


3 
E 2(arc cos x)2 +С 


К) 


„а, С 
In x 


In (a + sec x) + С 


21nx-- C 
Inte" — sen x) + С 
Ax + 31n(3 — 3)] + С 


In?cos x 
2 
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—In(cot y + 1) + C 
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23. 


24. 


12. 


15. 


16. 


20. 


sen*2ax 
8a 


+С 


2а soci |+с 
2 2 


3 
2(1+ asenax)? 


C 
3a? hi 
2x- tanx 4- C 


2Insecx + C 


3 x 
—arc tan— + C 
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senx 
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10 
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2 3 

Зли х + ИВ) c 
1 Е 


——arctani —— |+ C 
тахиад 25518 


In[(x —6)-- J16-- (x —6? |+С 
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5: хагссовтх HA C 2e +|cos3 + аса 
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23. tarccos i Ян + arsenat +С 
28. xarccot + 21016 +42) + С 
27. xlog x — 2x log x + 2x log" e + C 


3 
2x2 2 
29. —1 -i E 
3 нх 3 25 


345 
ae" cosax + be"'sen ax 
3%, ———————————— 
a +b? 
35. хагсуегзох + \/2х—х? — 


http://bibliotechnia.com .mx/portal/visor/web/visor.php 


x(arcsen x)? — 24 x? — l arcsecx+2lnx+C 


+C 


arcsec(x—1)+C 


331 


3/10 


14/2/2017 


САСО INTEGRAL 


Bibliotechnia - 


Esercicio 12 


(V). 


21. 


25. 


27. 


29. 


3l. 


33. 


гэян ec 
1 1+1 


2 
------01-С 
ilem 2( + Б 


эм -3m0 c 
1-1 


Табу+ђ)+—12 + 41 +2)+С 
2 (у+2) 
2In (x + 1) — In (x + 2Mx + 3) + C 


5х4 ЇХХ-1-1х-0 


9 | | 
s Qt 3) 7 MOD- In(22+ D+C 
Iny + 210 (у + 33 — 3) + C 


21n(2x — ge — jai +1)+C 
2(2x +1) 





зы 1 2 


E 
Ра (2+1) 2 


— 2 In (y + 2) + In (у? + 1) + arctan y + C 
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